БИЛЕТ ОБЛАСТНОЙ ОЛИМПИАДЫ ПО МАТЕМАТИКЕ

ТУСУР, 12.04.2015. 2-4 курс

ЗАДАЧА 1. Найти несобственный интеграл  
[image: image1.wmf]ò

¥

-

4

ln

1

x

x

e

e

dx

  

ЗАДАЧА 2. Вычислить предел     
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ЗАДАЧА 3. Пусть движение материальной точки вдоль оси Ox задано дифференциальным уравнением 
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ЗАДАЧА 4. Пусть падение небольшого метеорита в любой точке планеты равновозможно. Рассчитать при этом условии вероятность того, что метеорит упадёт на территории между параллелями 
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Примечание. В расчётах планету считать идеальным шаром.  

ЗАДАЧА 5.   Поверхность 
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ЗАДАЧА 6.  Вычислить интеграл 
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Указание. Можно воспользоваться вычетами в комплексной плоскости. 

Желаем успеха!   На странице vk.com/tusur120415 решения и результаты проверки будут в воскресенье вечером.

2-3 курсы 2015 
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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ 1. Сделаем замену 
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Для дальнейшего решения установим связь между интегралами 
[image: image28.wmf]ò

+

dt

t

2

2

)

1

(

1

 и 
[image: image29.wmf]ò

+

dt

t

1

1

2


В интеграле 
[image: image30.wmf]ò

+

dt

t

1

1

2

 обозначим 
[image: image31.wmf]1

1

2

+

=

t

u

, 
[image: image32.wmf]dt

dv

=

, тогда 
[image: image33.wmf]dt

t

t

du

2

2

)

1

(

2

+

-

=

, 
[image: image34.wmf]t

v

=

, тогда 


[image: image35.wmf]ò

+

dt

t

1

1

2

 = 
[image: image36.wmf]+

+

1

2

t

t
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ОТВЕТ.  Интеграл равен  
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ЗАДАЧА 2. Вычислить предел     
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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ 2. 
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 Рассмотрим последовательность 
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, а это частичная сумма бесконечной убывающей геометрической прогрессии, для которой 
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Примечание. Есть и второй метод решения, с помощью степенных рядов. Его тоже оценить в 10 баллов. 
На начальном этапе, в степени числа 5 получился ряд: 
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ЗАДАЧА 3. Пусть движение материальной точки вдоль оси Ox задано дифференциальным уравнением 
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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ 3
Рассмотрим дифференциальное уравнение в виде 
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Применим условия Коши, получаем   
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Теперь нам нужно найти такой момент времени, когда точка, запущенная со скоростью 
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Из второго уравнения:  
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Ответ. Средняя скорость равна   
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ЗАДАЧА 4. Пусть падение небольшого метеорита в любой точке планеты равновозможно. Рассчитать при этом условии вероятность того, что метеорит упадёт на территории между параллелями 
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Примечание. В расчётах планету считать идеальным шаром.  

РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ 4
Задача на геометрическую вероятность. Для того, чтобы вычислить вероятность падения метеорита между широтами 
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Уравнение верхней полусферы
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Формула площади поверхности для явно заданной функции: 
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Не теряя общности, положим 
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Вычислим частные производные:  
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Перейдём к полярным координатам.  Определитель Якоби в этом случае 
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ОТВЕТ. 
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Примечание. Формула площади поверхности может быть взята из справочника или легко выведена. Разбить область определения в плоскости Oxy на прямоугольники со сторонами 
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. Площадь части поверхности, лежащей над прямоугольником, , приближённо равна площади параллелограмма, содержащегося в касательной плоскости, его стороны -  векторы 
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Примечание. Если студент не выводил эту формулу, а помнит наизусть или взял из справочника, баллы не снижаются. 
ЗАДАЧА 5.   Поверхность 
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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ  5. 

Для справки, 
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  гиперболический параболоид, при 
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 это будет эллиптический параболоид, так как коэффициенты станут одного знака.  

Для того, чтобы найти уравнения пространственной кривой, введём параметр 
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Так как движение в проекции на плоскость 0xy происходит по окружности, то очевидно, 
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Вычислим направляющий вектор касательной:     


[image: image191.wmf]t

x

sin

-

=

¢

, 
[image: image192.wmf]t

y

cos

=

¢

.
 
[image: image193.wmf]t

t

b

t

t

a

z

cos

sin

2

)

sin

(

cos

2

-

-

=

¢

 = 
[image: image194.wmf]t

t

b

a

cos

sin

)

(

2

+

-

 = 
[image: image195.wmf]t

b

a

2

sin

)

(

+

-

. 
Вообще, для произвольного вектора 
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 угол наклона к горизонтальной плоскости есть 
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В задаче требуется только абсолютное значение угла, поэтому знаком «-» можно пренебречь. Итак, осталось найти экстремум величины 
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Ответ: Максимальный угол составляет 
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ЗАДАЧА 6.  Вычислить интеграл 
[image: image218.wmf]ò

¥

¥

-

+

+

2

2

4

)

4

5

(

x

x

dx


Указание. Можно воспользоваться вычетами в комплексной плоскости. 
РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ 6.   Обозначим 
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Интеграл по действительной оси можно найти с помощью суммы вычетов в особых точках верхней полуплоскости: 
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По правилам вычисления вычетов для полюсов 2 порядка, умножаем соответственно на 
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 Вынесем i и приведём подобные:
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Примечание. Решение может быть получено без комплексных чисел и вычетов, с помощью разложения на простейшие дроби:  
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  и применения рекуррентной формулы для интегралов, содержащих 2 степень в знаменателе.  Если такое решение доведено до конца, то тоже следует оценивать в 10 баллов. 

Разложение будет иметь такой вид:  
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