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Задача 1. Какой наименьший угол могут образовывать векторы

(1-5x; 1; 3) и (-1; 1+4x; 3-3x)?

Решение. Согласно формуле скалярного произведения векторов косинус угла φ между двумя векторами равен их скалярному произведению, деленному на произведение длин. В данном случае
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Угол φ будет наименьшим, когда его косинус наибольший. В свою очередь, 
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 будет наибольшим, когда знаменатель 
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 принимает наименьшее значение. Это значение достигается при 
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Ответ: 
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Задача 2. Найти n из уравнения
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Решение.
Неопределённость
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-сумма членов арифметической прогрессии.
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Решая уравнение, находим n:
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     Задача 3. Показать, что в данном определителе
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можно так изменить один из его элементов на величину, по модулю равную одной миллионной, что новый определитель будет равен нулю.
     Решение. 
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Задача 4. Пусть функция 
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Решение. Рассмотрим функцию
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Она дифференцируема на 
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. На границах интервала 
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. Отсюда следует, что функция 
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 не может достигать экстремума на концах интервала, а достигает его в некоторой точке 
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     Задача 5. Дано три попарно неколлинеарных вектора 
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Решение. По условию, 
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  (1). Так как векторы 
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 неколлинеарны, то (1) возможно лишь при 
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Ответ: 
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     Задача 6. Найти n+1 последовательных целых чисел, сумма квадратов которых равна сумме квадратов следующих n чисел.

Решение. Пусть х – наименьшее из искомых чисел; назовем его первым числом; тогда вторым числом первой группы слагаемых будет х+1, третьим х+2,…, n+1 –м числом будет х+n.

Первым числом второй группы будет х+n+1, вторым – х+n+2, третьим – х+n+3,…, n-м числом будет х+n+n=х+2n.

Исходя из условия, составляем уравнение
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Оставим х2 в левой части уравнения, а все остальные n слагаемых перенесем в правую часть равенства в n разностей квадратов:
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Каждую квадратную скобку преобразуем по формуле разности квадратов.
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или
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В последней круглой скобке имеем сумму n членов арифметической прогрессии:
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Тогда 


[image: image56.wmf](

)

22

21

xnxnnnn

éù

=+++

ëû


или
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Решая квадратное уравнение
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Возьмем только 
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Положим n=1. Тогда х1=3, и мы имеем:
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При n=2, х1 =10, и мы имеем


[image: image62.wmf]22222

1011121314

++=+

.

При n=3, х1 =21, и мы имеем
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И т. д.

Второе значение корня 
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, будучи поставлено в уравнение (*), приводит к тождеству при любом n:
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Задача 7. Объем правильной треугольной пирамиды с боковым ребром длины 1 равен 
[image: image66.wmf].
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 Найти плоский угол при вершине пирамиды (угол между ребрами).

       Решение. Выберем систему координат с началом в центре равностороннего треугольника, лежащего в основании пирамиды, осью абсцисс проходящей через одну из вершин треугольника, осью аппликат, проходящей через вершину пирамиды, и осью ординат, перпендикулярной выбранным осям. В этой системе координат вершина пирамиды имеет координаты 
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, где а – длина стороны треугольника, а вершины треугольника в основании имеют координаты 
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. Объем пирамиды находится как одна шестая смешанного произведения векторов с координатами 
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. Для вычисления косинуса угла между ребрами при вершине пирамиды воспользуемся векторами 
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. Так как скалярное произведение равно нулю, то угол равен 90 градусов.
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