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Приложение 1

Комплексные числа и действия над ними


Числа вида [image: image1.wmf]iy
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 назовём комплексными числами. Назовём 
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 действительной, а 
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 мнимой частями комплексного числа 
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 и будем обозначать их соответственно 
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 Два комплексных числа будем считать равными, если совпадают их действительные и мнимые части. На множестве комплексных чисел введём операции сложения и умножения по формулам: 
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Обратные операции имеют вид:
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. Каждому комплексному числу 
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. Этим устанавливается взаимно однозначное соответствие между комплексными числами и точками плоскости. Операция сложения комплексных чисел совпадает с операцией сложения радиус-векторов точек 
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Если действительные числа отождествить с комплексными числами вида 
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, то эти операции совпадают с обычными операциями над действительными числами и поэтому комплексные числа являются расширением множества действительных чисел. Из введённых выше операций над комплексными числами следует, что для комплексного числа 
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Модулем 
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 комплексного числа 
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 назовём длину радиус-вектора точки 
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Числа 
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 являются соответственно косинусом и синусом угла 
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 называется тригонометрической формой комплексного числа. Угол 
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Формулы для нахождения главного значения аргумента при выборе его из других промежутков предлагается написать самостоятельно. Все значения аргумента обозначают 
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Полагая 
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 называется показательной формой записи комплексного числа. Так как 
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, то, складывая и вычитая с 
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Далее, 
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Поэтому 
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Таким образом, мы получили, что при умножении комплексных чисел их модули перемножаются, а аргументы складываются. Аналогично, при делении комплексных чисел их модули делятся, а аргументы вычитаются. 


Как следствие этих результатов получаем формулы Муавра:
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Пример 1. Найдём 
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 Придавая 
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 последовательно значения 0,1,2, получаем три значения корня кубического из единицы
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Пример 2. Найдём 
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 Придавая 
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 последовательно значения 0,1, получаем два значения корня квадратного из 
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Приложение 2

Принцип сжатых отображений и некоторые его

применения

Достаточно интересной для практических применений является теорема Стефана Банаха о сжимающем операторе, называемая также принципом сжатых отображений и справедливая в полных метрических пространствах [12]. Прежде чем приступить к её изложению дадим необходимые определения. 

Определение 1. Множество 
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Примерами метрических пространств являются следующие. 

1. Множество действительных чисел R с расстоянием 
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доказывающее справедливость аксиомы 3. 


2. Множество 
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  вещественных чисел (векторов размерности 
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Для удобства, там, где может возникнуть неоднозначность, будем обозначать это пространство 
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. Справедливость аксиомы 1 следует из того, что арифметический корень всегда неотрицателен и сумма квадратов действительных чисел равна нулю тогда и только тогда, когда каждое слагаемое равно нулю. Справедливость аксиомы 2 следует из равенств


[image: image87.wmf]).

,

(

)

(

)

(

)

,

(

1

2

1

2

x

y

i

i

i

i

y

x

n

i

n

i

r

=

x

h

=

h

x

=

r

å

-

å

-

=

=

 

Справедливость аксиомы 3 следует из неравенства Коши–Буняковского [2, 21]. Соответствующее доказательство можно найти, например, в [21].


3. То же, что и в предыдущем примере, множество 
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Для удобства, там, где может возникнуть неоднозначность, будем обозначать это пространство 
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Справедливость аксиомы 1 следует из того, что модуль всегда неотрицателен и сумма модулей равна нулю тогда и только тогда, когда каждое слагаемое равно нулю. Справедливость аксиомы 2 следует из равенств
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Справедливость аксиомы 3 устанавливается следующей цепочкой вычислений: 
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4. То же, что и в предыдущих двух примерах, множество 
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В случае возникновения неоднозначности будем обозначать это пространство 
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Справедливость аксиомы 1 следует из того, что модуль всегда неотрицателен и максимум конечного числа модулей равен нулю тогда и только тогда, когда каждый из модулей равен нулю. Справедливость аксиомы 2  следует из цепочки равенств
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Далее, так как для всякого 
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Поэтому выполнено неравенство


[image: image106.wmf]i

i

n

i

i

i

n

i

i

i

n

i

h

-

z

+

z

-

x

£

h

-

x

£

£

£

£

£

£

1

1

1

max

max

max

,

означающее справедливость аксиомы 3.


Понятие расстояния позволяет ввести определение окрестности конечной точки в метрическом пространстве.


Определение 2. Окрестностью точки 
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Тогда по аналогии с определением предела последовательности в 
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Определение 3. Точка A называется пределом последовательности 
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Последовательность, имеющую предел A, назовем сходящейся. Будем при этом говорить, что последовательность 
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 сходится к точке A. Если же предела не существует, то последовательность назовем расходящейся. Так как бесконечно удаленная точка не является элементом из R, то числовая последовательность, имеющая пределом SYMBOL 165 \f "Symbol", является расходящейся.

Определение 4. Последовательность метрического пространства 
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Теорема. Всякая сходящаяся последовательность фундаментальна.

Доказательство. Так как 
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Теорема доказана.

Обратное утверждение, вообще говоря, неверно, то есть существуют метрические пространства, в которых не каждая фундаментальная последовательность имеет предел. Например, во множестве рациональных чисел 
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[image: image131.wmf]Q

 не имеет.

Определение 5. Mетрическое пространство X называется полным, если в нем каждая фундаментальная последовательность сходится.

Приведённые выше примеры 1,2,3,4 метрических пространств являются полными метрическими пространствами.
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то это пространство становится полным метрическим пространством. Заметим, что пространство, полное в одной метрике, может не быть полным в другой метрике. Если в 
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Покажем, что последовательность 
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Далее, 
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откуда и следует утверждение о фундаментальности последовательности 
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Докажем теперь единственность неподвижной точки у оператора сжатия. Предположим, что существуют два неподвижных элемента 
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Если теперь допустить, что 
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Замечание 1. Построение последовательности 
[image: image185.wmf] 

}

{

1

n

n

x

¥

=

 можно начинать с любой точки 
[image: image186.wmf]x

. Выбор 
[image: image187.wmf]x

 будет сказываться лишь на быстроте сходимости 
[image: image188.wmf] 

}

{

1

n

n

x

¥

=

 к 
[image: image189.wmf]0

x

.

Замечание 2. Условие 
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Принцип сжатых отображений применяется для доказательства сходимости итерационных процедур, то есть процедур вида 
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Таким образом, мы получили условие сжимаемости оператора B, а следовательно, и оператора 
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Для 
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Соответствующие вычисления предлагается проделать самостоятельно или посмотреть в [12].

Подводя итоги, получаем, что если систему n линейных уравнений с n неизвестными удается записать в форме 
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, являющейся решением данной системы линейных уравнений. Соответствующий процесс называется итерационным.

На этой идее основаны методы простой итерации и его модификации (метод Зейделя).
Пусть теперь функция 
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Приложение 3

Таблица интегралов
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Приложение 4

Таблица основных дифференциалов
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