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4. Криволинейные и поверхностные 

интегралы. Теория поля
4.1. Кривые на плоскости и в пространстве


Рассмотрим вектор-функцию одного аргумента 
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определяет движение точки по винтовой линии, а функция 
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Для гладкой кривой ориентация определяется естественным образом выбором единичного направляющего вектора касательной, так как в этом случае имеет место следующий результат.

Теорема 4.1. В каждой точке гладкой кривой существует касательная. Производная 
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Доказательство можно найти в [1, 3].

4.2. Поверхности в пространстве


Рассмотрим вектор-функцию двух аргументов
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Назовём поверхность двухсторонней, если нельзя перейти по поверхности непрерывным образом из точки в ту же точку, но с противоположным направлением нормали. В противном случае поверхность назовем односторонней. Классическим примером односторонней поверхности является лист Мёбиуса. Модель листа Мёбиуса можно получить, если склеить полоску бумаги, предварительно повернув одну из коротких сторон на 
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4.3. Криволинейные и поверхностные 

       интегралы первого рода


Кривую или поверхность будем называть многообразием.
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Обычно определения криволинейного и поверхностного интегралов первого рода дают раздельно. Для лучшего усвоения этих понятий рекомендуется сформулировать их самостоятельно. Для контроля определение криволинейного интеграла можно посмотреть в [4], а определения криволинейного и поверхностного интегралов первого рода в – [6], где они даны раздельно.
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В случае плоской кривой


[image: image88.wmf]j

i

)

(

)

(

))

(

),

(

(

)

(

)

(

)

(

t

y

t

x

t

y

t

x

t

y

t

x

t

r

T

+

=

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

 (
[image: image89.wmf]]

,

[

b

a

Î

t

)

эта формула приобретает вид 


[image: image90.wmf]ò

ò

b

a

¢

+

¢

=

dt

y

x

t

y

t

x

F

dl

y

x

F

t

t

L

2

2

)

(

)

(

))

(

),

(

(

)

,

(

.

Пусть плоская кривая задана явно уравнением 
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поверхностный интеграл первого рода вычисляется по формуле
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Прежде чем приступать к изложению идеи доказательства приведённой выше формулы, напомним некоторые понятия [3,5]. 
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Переходя к пределу при увеличении числа кривых разбиения, получаем требуемую формулу для вычисления поверхностного интеграла первого рода 
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Пусть поверхность задана явно уравнением 
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Вычисляя векторное произведение векторов 
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Подставляя в формулу для вычисления поверхностного интеграла первого рода, окончательно получаем
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Теорема 4.2. Величина криволинейного (поверхностного) интеграла первого рода не изменяется при изменении ориентации кривой (поверхности), то есть
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Доказательство. Докажем теорему для криволинейного интеграла и кривой, заданной параметрически. Введем новый параметр 
[image: image156.wmf]t

 по формуле 
[image: image157.wmf].

)

(

t

-

+

=

t

=

a

b

t

t

 Тогда 


[image: image158.wmf]k

j

i

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

t

-

+

+

t

-

+

+

t

-

+

=

t

-

+

=

a

b

z

a

b

y

a

b

x

a

b

r

t

r

.

Заметим, что когда 
[image: image159.wmf]t

 движется от 
[image: image160.wmf]a

 к 
[image: image161.wmf]b

, то 
[image: image162.wmf]t

 движется от 
[image: image163.wmf]b

 к 
[image: image164.wmf]a

, и наоборот. При этом 
[image: image165.wmf]t

-

=

d

dt

, и кривая обходится в противоположном направлении. Поэтому


[image: image166.wmf]=

t

t

¢

t

t

t

=

ò

ò

-

g

d

t

r

t

z

t

y

t

x

F

dl

z

y

x

F

b

a

))

(

(

)))

(

(

)),

(

(

)),

(

(

(

)

,

,

(



[image: image167.wmf]=

¢

=

¢

-

=

ò

ò

dt

t

r

t

z

t

y

t

x

F

dt

t

r

t

z

t

y

t

x

F

b

a

a

b

)

(

))

(

),

(

),

(

(

)

(

))

(

),

(

),

(

(



[image: image168.wmf]ò

=

g

dl

z

y

x

F

)

,

,

(

,
где 
[image: image169.wmf]2

2

2

)))

(

(

(

)))

(

(

(

))

(

(

(

))

(

(

t

¢

+

t

¢

+

t

¢

=

t

¢

t

z

t

y

t

x

t

r

;

[image: image170.wmf]2

2

2

))

(

(

))

(

(

)

(

(

)

(

t

z

t

y

t

x

t

r

¢

+

¢

+

¢

=

¢

 – норма (длина) векторов 
[image: image171.wmf]))

(

(

t

¢

t

r

 и 
[image: image172.wmf])

(

t

r

¢

 соответственно. Теорема доказана. 

Пример 1. Вычислить 
[image: image173.wmf]ò

g

ydl

, где а) 
[image: image174.wmf]g

( парабола 
[image: image175.wmf]x

y

2

=

, 
[image: image176.wmf];

1

0

£

£

x

    б) 
[image: image177.wmf]g

( прямая, соединяющая точки (0, 0) и (1, 1).

 
[image: image178.wmf]ò

ò

ò

ò

=

+

=

+

×

=

¢

+

×

=

g

1

0

1

0

1

0

2

1

2

1

2

)

)

2

(

(

1

2

)

а

dx

x

dx

x

x

x

dx

x

x

ydl


[image: image179.wmf])

1

2

2

(

3

4

)

1

(

3

4

2

3

1

0

-

=

+

=

x

;

[image: image180.wmf].

2

2

2

2

)

1

(

1

)

б

2

1

0

1

0

2

=

=

+

=

ò

ò

g

x

dx

x

ydl


Пример 2. Вычислить 
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Пример 3. Вычислить поверхностный интеграл 
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Эта поверхность задаётся явно уравнением 
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 Проекция поверхности на плоскость 
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С другими примерами вычисления криволинейных и поверхностных интегралов первого рода можно ознакомиться в подразделе 4.2 практикума [4] и других пособиях по интегральному исчислению.
Задание 4.1
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4. Вычислить поверхностный интеграл 
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4.4. Криволинейные и поверхностные 

       интегралы второго рода

4.4.1. Определение
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Определение. Пусть заданы ориентированное непрерывное кусочно-гладкое многообразие 
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4.4.2. Физический смысл
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4.4.3. Вычисление и свойства
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Вычисляя скалярное произведение 
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Суммируя по всем участкам разбиения и переходя к пределу при увеличении числа точек разбиения, получаем для вычисления криволинейного интеграла второго рода формулу
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Суммируя по всем участкам разбиения и переходя к пределу при увеличении числа кривых разбиения, получаем требуемую формулу для вычисления поверхностного интеграла второго рода 
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Доказательство опустим.
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Доказательство. Включив в число многообразий разбиения в определении интеграла по многообразию второго рода общую границу 
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Доказательство опустим.

Теорема 4.6 (о среднем для поверхностного интеграла). Если функция 
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Доказательство опустим.
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Пример 2. Найти работу по перемещению материальной точки под действием силы 
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Работа по перемещению материальной точки равна криволинейному интегралу второго рода 
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Пример 3. Вычислить поток вектора 
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Поток вектора через поверхность равен поверхностному интегралу второго рода 
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Раскрывая скобки и приводя подобные, получаем
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Вычисляя последний интеграл, окончательно получаем, что поток вектора через поверхность равен 
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Пример 4. Вычислить поток вектора 
[image: image594.wmf]T

z

y

y

x

z

y

x

f

)

,

,

(

)

,

,

(

+

=

 через верхнюю половину сферы радиуса 
[image: image595.wmf]R

 в сторону внешней нормали.

Параметрическое уравнение верхней половины сферы радиуса 
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Этот вектор образует с осью 
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Поэтому поток вектора через поверхность равен
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С другими примерами вычисления криволинейных и поверхностных интегралов второго рода можно ознакомиться в подразделе 4.3 практикума [4] и других пособиях по интегральному исчислению.


Задание 4.2
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2. Найти работу по перемещению материальной точки под действием силы 
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3. Вычислить поток вектора 
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4.5. Элементы теории поля


Криволинейные и поверхностные интегралы второго рода находят важные применения в теории поля. К её изложению мы и приступаем.

Определение. Говорят, что в области 
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с областью определения 
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Если областью определения и областью значений векторного поля являются множества точек на плоскости, то поле называют плоским. Векторное поле можно интерпретировать как множество точек, к каждой из которых присоединён вектор. Примерами векторных полей являются: поле скоростей текущей жидкости, электрическое поле точечного заряда, магнитное поле, плотность электрического тока.


Понятие векторного поля – частный случай понятия вектор-функции векторного аргумента, рассматриваемого во введении в анализ [3, 5]. В курсе дифференциального исчисления, например в [3], вводятся имеющие отношение к векторным и скалярным полям понятия градиента и производной по направлению. Большое количество примеров вычисления градиента и производной по направлению приведено в практикумах [4, 18].


Напомним понятия градиента и производной по направлению.

Определение. Вектор 
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называется градиентом скалярной функции (скалярного поля). Скаляр 
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называется производной по направлению вектора 
[image: image661.wmf]a

 от скалярной функции векторного аргумента.

Векторное поле или вектор-функцию назовём потенциальным, если существует скалярная функция (скалярное поле) 
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Заметим, что если 
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Критерием потенциальности поля служит следующий результат.

Теорема 4.7. Векторное поле 
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Если поле потенциально и 
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Доказательство. Покажем вначале, что условия 1 и 2 эквивалентны. Пусть выполнено условие 1, 
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откуда и следует требуемое. Пусть теперь выполнено условие 2, 
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Перейдём к доказательству теоремы.

Необходимость. Пусть поле потенциально, то есть существует скалярная функция 
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 EMBED Equation.3  [image: image713.wmf].

2

1

dt

dt

dz

z

U

dt

dy

y

U

dt

dx

x

U

t

t

ò

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

+

¶

¶

+

¶

¶


Подынтегральная функция есть производная 
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Мы получили, что интеграл зависит от конечных точек и не зависит от пути, соединяющего эти точки. Необходимость доказана.


Достаточность. Пусть криволинейный интеграл не зависит от пути интегрирования, 
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Переходя в последнем соотношении к пределу при 
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Доказанная теорема даёт возможность восстановить потенциал, если известно, что поле потенциально, но она не даёт практических рецептов выяснения потенциальности поля. Попытаемся получить характеристики, позволяющие установить потенциальность поля. 
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который назовём ротором (вихрем) вектор-функции 
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Определение. Поле называется безвихревым, если 
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потенциально и существует непрерывная производная 
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Так как производная матрица 
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непрерывна, то есть её элементы есть непрерывные функции, и 
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то смешанные частные производные от функции 
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 непрерывны и по теореме о равенстве смешанных частных производных по одним переменным совпадают между собой. Следовательно, выражения в скобках соотношения (4.1) равны нулю. Поэтому 
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Обратное  утверждение верно лишь при дополнительных ограничениях на область, в которой задано векторное поле. Для уточнения формулировок введём некоторые понятия.

Определение. Множество называется связным, если для любых двух точек из этого множества существует непрерывная кривая, соединяющая эти точки и целиком лежащая в данном множестве.

Определение. Точку множества назовём внутренней точкой, если существует окрестность этой точки, целиком лежащая в данном множестве; внешней точкой, если существует окрестность этой точки, целиком лежащая вне данного множества; граничной, если во всякой окрестности этой точки есть как точки данного множества, так и точки, ему не принадлежащие. Совокупность всех граничных точек данного множества назовём его границей.

Определение. Множество назовём односвязным, если его граница есть связное множество.
В случае плоского множества (множества, лежащего на плоскости) иногда пользуются другим понятием односвязного множества.

Определение. Плоское множество называют односвязным, если любой контур (замкнутую кривую) можно стянуть в точку.
Можно показать, что для плоского множества оба определения совпадают.
Теорема 4.9. Если область 
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 является односвязной и векторное поле безвихревое (
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Доказательство этого результата опустим. Желающие могут познакомиться с ним в [9].

Рассмотрим более подробно случай плоского поля. Пусть векторное поле задано на плоскости, то есть имеет вид
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Таким образом, для плоского поля условие 
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Теорема 4.10. Если плоское поле потенциально, то 
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Теорема 4.12. Если область односвязная, то любой криволинейный интеграл 
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Теорема 4.13. Если область односвязная, то поле потенциально тогда и только тогда, когда 
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Таким образом, 
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Пример 2. Доказать, что поле 
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 потенциально, и восстановить его потенциал. 
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Найдём 
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Таким образом, 
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Введём ещё одну характеристику векторного поля, называемую дивергенцией или функцией источника, по формуле 
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Назовём поле соленоидальным или трубчатым, если дивергенция равна нулю в каждой его точке.


Сформулируем несколько результатов, связывающих рассмотренные выше понятия.

Теорема 4.14 (Стокса). Пусть 
[image: image808.wmf]L

 – замкнутый кусочно-гладкий контур в 
[image: image809.wmf]3
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, 
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 – любая кусочно-гладкая поверхность, натянутая на 
[image: image811.wmf]L

. Согласуем ориентации 
[image: image812.wmf]L

 и 
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 так, чтобы если смотреть из конца вектора нормали к 
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, определяющего сторону, то обход 
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 совершается против часовой стрелки. Тогда если 
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 – дифференцируемая функция, то циркуляция вектора 
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 по контуру 
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 равна потоку вектора 
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, натянутую на этот контур, то есть 
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Эта формула называется формулой Стокса.

Формула Стокса позволяет дать другую характеристику векторного поля 
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Другими словами, если через точку 
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 провести поверхность и на этой поверхности взять контур, охватывающий точку 
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Иногда приведённое выше соотношение кладут в основу определения понятия вихря (ротора) векторного поля. 

В случае плоской области, если положить 
[image: image841.wmf]k
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Теорема 4.15 (Грина). Пусть 
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Эта формула называется формулой Грина.

Теорема 4.16 (Гаусса – Остроградского). Пусть 
[image: image847.wmf]G

 – область в 
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 – дифференцируемая функция, то поток вектора через границу области 
[image: image852.wmf]G

 равен интегралу по области 
[image: image853.wmf]G

 от 
[image: image854.wmf]f

div

, то есть


[image: image855.wmf]òòò

òò

×

=

¶

G

G

dz

dy

dx

z

y

x

f

dS

f

)

,

,

(

div

)

,

(

.

Эта формула называется формулой Гаусса – Остроградского. 

Формула Гаусса – Остроградского позволяет дать физическую интерпретацию дивергенции и соленоидальности векторного поля.
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Иногда приведённое выше соотношение кладут в основу определения понятия дивергенции. Отметим, что оно более физично.

Если 
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Рассмотрим более подробно соленоидальные поля. Пусть 
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Пример. Найти поток векторного поля 
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Переходя к цилиндрическим координатам, окончательно получаем 
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