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Соотношение (5.35) является расчётной формулой метода Эйлера численного решения задачи Коши (5.3), (5.7). Вычислив 
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Сравнивая с (5.35), видим, что погрешность формулы (5.35) на одном шаге равна 
[image: image6.wmf])
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. К сожалению, метод Эйлера накапливает ошибку от шага к шагу. Поэтому на практике пользуются либо модификациями метода Эйлера, например методом прогноза и коррекции [14], либо другими методами, в частности методом Рунге–Кутта [14].
5.2. Уравнения высших порядков

5.2.1. Общие сведения

Напомним, что дифференциальным уравнением 
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Если это уравнение удаётся представить в форме
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то его называют дифференциальным уравнением 
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-го порядка, разрешённым относительно старшей производной. 

Решением уравнения 
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. Для того чтобы из этого семейства выделить конкретное решение, нужно на решение 
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 наложить некоторые ограничения. 

Чаще всего ограничения задают в виде начальных условий
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В этом случае задача о выделении конкретного решения носит название задачи Коши, которая заключается в нахождении решения уравнения (5.36), удовлетворяющего начальным условиям (5.37). 

Определение. Говорят, что функция 
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Справедлива следующая теорема.

Теорема 5.7 (существования и единственности решения задачи Коши). Если функция 
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 этому множеству принадлежат и точки отрезка, соединяющего их, то есть точки вида 
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Отметим, что если непрерывная на множестве 
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Поэтому в теореме существования и единственности для уравнения 
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 имела непрерывные частные производные по переменным
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Теорема существования и единственности гарантирует, что при выполнении её условий через точку 
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, проходит только одно решение уравнения (5.36). Если условия теоремы нарушаются в некоторой точке, то через неё может проходить больше чем одно решение (нарушается единственность) либо не проходить ни одного решения (нарушается существование).

В отличие от уравнений первого порядка для уравнений порядка 
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Многоточечная задача. Возьмем точки  
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Краевая задача. Для уравнения второго порядка можно поставить задачу о нахождении решения уравнения 
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Для поставленных задач можно сформулировать и доказать свои теоремы существования, единственности и другие результаты подобного типа о выделении конкретных решений. В частности, весьма интересной является задача Штурма-Лиувилля для линейного однородного дифференциального уравнения второго порядка с однородными краевыми условиями, которая подробно рассматривается при разложении функций в обобщённый ряд Фурье по ортогональным системам функций.

Ниже мы подробно рассмотрим задачу Коши. 

Определение. Общим решением уравнения (5.36) назовём его решение 
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 постоянных, которые можно подобрать так, чтобы удовлетворить любой заранее выбранный набор начальных условий (5.37). 

5.2.2. Уравнения, допускающие понижение порядка

Выше нами были рассмотрены методы решения некоторых классов уравнений первого порядка. Возникает естественное желание свести уравнение порядка выше первого к уравнению более низкого порядка. В некоторых случаях это удаётся сделать. Рассмотрим их.
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Пример 1. Решить уравнение 
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2. В уравнениях вида 
[image: image70.wmf]0

)

,...,

,

,

(

)

(

)

1

(

)

(

=

+

n

k

k

y

y

y

x

F

, 
[image: image71.wmf]1

³

k

, (то есть не содержащих в явном виде неизвестную функцию и некоторых её производных) порядок понижается с помощью замены переменной 
[image: image72.wmf])

(

)

(

x

z

y

k

=

. Тогда 
[image: image73.wmf],

...

),

(

)

1

(

x

z

y

k

¢

=

+



EMBED Equation.3[image: image74.wmf])

(

)

(

)

(

x

z

y

k

n

n

-

=

, и мы получаем уравнение
[image: image75.wmf]0

)

,...,

,

,

(

)

(

=

¢

-

k

n

z

z

z

x

F

 порядка 
[image: image76.wmf]k

n

-

. Его решением является функция 
[image: image77.wmf])

,...,

,

,

(

2

1

k

n

C

C

C

x

z

-

j

=

, или, вспоминая, что такое 
[image: image78.wmf]z

, получаем уравнение 
[image: image79.wmf])

,...,

,

,

(

2

1

)

(

k

n

k

n

C

C

C

x

y

-

-

j

=

, которое рассмотрено в случае 1.
Пример 2. Решить уравнение 
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3. Следующим уравнением, допускающим понижение порядка, является уравнение вида  
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. Подставляя в исходное уравнение, понижаем его порядок на единицу. 

Пример 3. Решить уравнение 
[image: image105.wmf].
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Делаем стандартную замену 
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4. Иногда удаётся подметить особенность, позволяющую понизить порядок уравнения способами, отличными от рассмотренных выше. Покажем это на примерах. 

Пример 4. Если обе части уравнения 
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 Получилось уравнение на порядок ниже и рассмотренного ранее типа.


Пример 5. Аналогично для уравнения 
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Примечание. Рассмотренными методами решается задача 2 из контрольной работы 7.

С другими примерами, служащими для закрепления навыков решения уравнений, допускающих понижение порядка, можно познакомиться в п.5.2.1 практикума [4] или в аналогичных разделах других задачников по дифференциальным уравнениям. 

5.2.3. Линейные дифференциальные уравнения 

          высших порядков

Рассмотрим множество 
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Относительно введённых операций 
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 является линейным пространством, так как выполнены все аксиомы линейного пространства [1,2,21].


Рассмотрим два подмножества множества 
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 – множество непрерывных на отрезке 
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 раз непрерывно дифференцируемых на отрезке 
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Отметим, что имеет место поэлементное включение 
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 относительно введённых линейных операций замкнуты, то есть результат операции снова есть элемент соответствующего множества, то они являются линейными подпространствами пространства 
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 являются линейными пространствами. В отличие от рассмотренных в линейной алгебре пространств, введённые пространства бесконечномерны.

Определим оператор 
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Докажем, что оператор 
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 линеен. Действительно, так как для любых производных порядка 
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 выполняется равенство 
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то можно записать
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Сравнивая крайние части этого равенства, убеждаемся в справедливости высказанного утверждения.

Определение. Уравнение вида 
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 – введённый выше оператор, называется линейным дифференциальным уравнением 
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Иногда будем пользоваться подробными записями этого уравнения:
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или
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Так же как и для уравнений первого порядка, для линейных уравнений порядка 
[image: image170.wmf]n

 теорема существования и единственности имеет более конкретный вид.

Теорема 5.8. Пусть функции 
[image: image171.wmf]n

k

x

a

k

£

£

0

),

(

, и 
[image: image172.wmf])

(

x

b

 определены и непрерывны на отрезке 
[image: image173.wmf][
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 – некоторая точка этого отрезка. Тогда для любого набора начальных данных (5.37) 
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 существует единственное решение уравнения (5.38), определённое на всём отрезке 
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Доказательство этого результата опустим.

Отметим, что свойства решений линейных дифференциальных уравнений 
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 подобны свойствам решений систем линейных алгебраических уравнений 
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Теорема 5.9 (о наложении решений). Если 
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Доказательство. В силу линейности оператора 
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 имеем 
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 Теорема доказана.

Следствие 1. Если 
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Следствие 2. Любая линейная комбинация решений уравнения 
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 снова есть решение этого уравнения. 

Доказательство. Пусть 
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Следствие доказано.

Следствие 3. Множество всех решений уравнения 
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 образует линейное подпространство пространства 
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Доказательство. По предыдущему следствию линейные операции над решениями уравнения 
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 не выводят за пределы множества решений этого уравнения, что и доказывает следствие.

Напомним некоторые понятия линейной алгебры, которые нам потребуются в дальнейшем. 

Определение. Система функций 
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всюду на 
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, и линейно независимой, если такого ненулевого набора не существует.


Так же как и для систем векторов, для систем функций справедливы следующие ниже свойства. 


1. Система функций 
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 линейно зависима на отрезке 
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тогда и только тогда, когда одна из них есть линейная комбинация остальных.


2. Всякая система функций, содержащая функцию, тождественно равную нулю на отрезке 
[image: image213.wmf]]
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3. Всякая система функций, содержащая линейно зависимую на отрезке 
[image: image215.wmf]]
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 подсистему функций, линейно зависима на 
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Доказательства этих утверждений аналогичны доказательствам соответствующих утверждений для систем векторов и предлагаются в качестве упражнений.

Приведём примеры линейно зависимых и линейно независимых систем функций.

Пример 1. Система функций 
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 – линейно зависима на всей числовой оси, так как по основному тригонометрическому  тождеству 
[image: image218.wmf].
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Пример 2. Функции 
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 образуют линейно независимую систему на любом отрезке числовой прямой, так как по основной теореме алгебры [7], полином (многочлен) степени 
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, у которого хотя бы один коэффициент отличен от нуля, не может обращаться в нуль более чем в 
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 точках вещественной прямой.


Пример 3. Для доказательства линейной независимости системы функций 
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  требуется показать, что при любом ненулевом наборе констант 
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 не может тождественно равняться нулю. 

Не всегда удаётся легко показать линейную зависимость или линейную независимость систем функций, пользуясь только определением. Для выяснения этого вопроса служит построенный ниже определитель.


Рассмотрим совокупность 
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называется определителем Вронского или вронскианом системы функций 
[image: image228.wmf]m
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Определитель Вронского служит индикатором линейной зависимости системы функций. 
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Доказательство. Пусть система функций 
[image: image232.wmf]m

y

y

y

,...,

,

2

1

 линейно зависима. Тогда по свойству 1 одну из них можно представить в виде линейной комбинации остальных. Подставляя эту линейную комбинацию в определитель Вронского, получаем, что при любом фиксированном 
[image: image233.wmf]x

 соответствующий столбец есть линейная комбинация остальных. Следовательно, по свойствам определителя он равен нулю для всех 
[image: image234.wmf]]

,

[

b

a

Î

x

. Теорема доказана.


Теорема 5.11. Если 
[image: image235.wmf]n

y

y

y

,...,

,

2

1

 – линейно независимая система решений линейного однородного уравнения 
[image: image236.wmf]n

-го порядка 
[image: image237.wmf]0

)

(

=

y

L

 с непрерывными на 
[image: image238.wmf]]

,

[

b

a

 коэффициентами и 
[image: image239.wmf]0

)

(

¹

x

a

n

 для всех 
[image: image240.wmf]]

,

[

b

a

Î

x

, то её определитель Вронского 
[image: image241.wmf])

(

x

W

 отличен от нуля для всех 
[image: image242.wmf]]

,

[

b

a

Î

x

.
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Таким образом, мы показали, что функция 
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Займёмся выяснением размерности пространства решений однородного линейного уравнения 
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Теорема 5.12. Для любого линейного однородного дифференциального уравнения 
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с определителем, отличным от нуля. Тогда строки и столбцы этой матрицы линейно независимы. Найдём такие решения 
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. По теореме существования и единственности такой набор решений существует. Найденная система решений линейно независима, так как её определитель Вронского в точке 
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 совпадает с определителем матрицы (5.39). Теорема доказана.

Матрицу (5.39) можно взять единичную.


Теорема 5.13 (о виде общего решения линейного однородного дифференциального уравнения). Если 
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и, следовательно, 
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Доказательство. Нам нужно показать, что любое частное решение уравнения 
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получается из (5.40), то есть для любого набора начальных данных (5.37) (
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 такой, что соответствующее решение (5.40) удовлетворяет (5.37). Потребовав, чтобы решение (5.40) удовлетворяло условиям (5.37), получим систему линейных алгебраических уравнений 
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определитель которой 
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, и поэтому существует единственное решение этой системы.


Таким образом, нами показано, что, хотя само пространство 
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Определение. Любой базис пространства решений линейного однородного дифференциального уравнения 
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-го порядка называется фундаментальной системой решений этого уравнения.

Так же как и в линейной алгебре, имеет место следующий результат.

Теорема 5.14 (о виде общего решения линейного неоднородного дифференциального уравнения). Общее решение 
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, удовлетворяет этому набору начальных данных. Потребовав, чтобы данное решение удовлетворяло начальным условиям, получим систему линейных алгебраических уравнений 
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определитель которой 
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, и поэтому существует единственное решение этой системы. Теорема доказана.

5.2.4. Линейные дифференциальные уравнения 

с постоянными коэффициентами
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Решение уравнения (5.41) будем искать в виде 
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Так как 
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Определение. Уравнение (5.42) называется характеристическим уравнением линейного однородного дифференциального уравнения с постоянными коэффициентами. 

Таким образом, нами доказана следующая теорема.

Теорема 5.15. Функция 
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[image: image315.wmf]r

 есть корень характеристического уравнения (5.42).


Возможны нижеследующие случаи.
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уравнения (5.41). Докажем, что полученная система решений линейно независима. Рассмотрим её определитель Вронского 
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Множитель 
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 нигде в нуль не обращается. Поэтому осталось показать, что второй сомножитель (определитель) не равен нулю. Допустим, что
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Тогда строки этого определителя линейно зависимы, т. е. существуют числа 
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Таким образом, мы получили, что 
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 не равен нулю и система функций (5.43) образует фундаментальную систему решений уравнения (5.41) в случае, когда корни характеристического уравнения различны.

Пример 1. Для уравнения 
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2. Среди действительных корней характеристического уравнения есть кратные. Предположим, что 
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так как в противном случае корень 
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[image: image348.wmf]0

...

)

(

)

1

(

1

)

(

=

+

+

+

a

a

-

-

y

a

y

a

y

a

n

n

n

n

,

то есть не содержит производных порядка ниже 
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Покажем, что данная система линейно независима. Составив определитель Вронского этой системы функций, получим
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Это определитель треугольного вида с отличными от нуля элементами, стоящими на главной диагонали. Поэтому он отличен от нуля, что и доказывает линейную независимость системы функций (5.44). Заметим, что в одном из примеров предыдущего подраздела мы доказывали линейную независимость системы функций (5.44) другим способом. Пусть теперь корнем характеристического уравнения кратности 
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и так далее. Подставляя полученные значения производных в исходное уравнение, снова получим линейное однородное уравнение с постоянными коэффициентами 
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и характеристическим уравнением 
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Отметим, что если 
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 линейно независимых решений 
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которым соответствует 
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 линейно независимых решений 
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уравнения (5.41). Присоединяя полученную систему решений (5.47) к 
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 решениям, соответствующим остальным корням характеристического уравнения, получим фундаментальную систему решений для линейного однородного дифференциального уравнения с постоянными коэффициентами в случае наличия действительных кратных корней.

Пример 2. Для уравнения 
[image: image378.wmf]0

2

)

4

(

)

5

(

=

¢

¢

¢

+

-

y

y

y

 характеристическое уравнение 
[image: image379.wmf]0

2

3

4

5

=

+

-

r

r

r

 имеет корни 
[image: image380.wmf]0

=

r

 кратности 3 и 
[image: image381.wmf]1

=

r

 кратности 2, так как 
[image: image382.wmf]2

3

3

4

5

)

1

(

2

-

=

+

-

r

r

r

r

r

. Поэтому фундаментальной системой решений исходного уравнения является система функций 
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3. Среди корней характеристического уравнения есть комплексные корни. Можно рассматривать комплексные решения, но для уравнений с действительными коэффициентами это не очень удобно. Найдём действительные решения, соответствующие комплексным корням. Так как мы рассматриваем уравнение с действительными коэффициентами, то для каждого комплексного корня 
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 характеристического уравнения комплексно-сопряжённое ему число 
[image: image387.wmf]bi

a

r

k

-

=

 также является корнем кратности 
[image: image388.wmf]a

 этого уравнения. Соответствующими этим корням парами решений являются функции 
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. Вместо этих решений рассмотрим их линейные комбинации 
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, невырожденное (с отличным от нуля определителем), то оно переводит линейно независимую систему решений в линейно независимую.

Пример 3. Для уравнения 
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, и фундаментальная система решений состоит из функций 
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Пример 4. Для уравнения 
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. Поэтому фундаментальной системой решений исходного уравнения является система функций 
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С другими примерами нахождения фундаментальной системы решений и общего решения линейных однородных уравнений высших порядков с постоянными коэффициентами можно познакомиться в п. 5.2.2 практикума [4] и других книгах по дифференциальным уравнениям.
5.2.5. Метод вариации произвольных постоянных 

решения линейных неоднородных уравнений

Рассмотрим теперь линейное неоднородное уравнение (5.38)
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 – общее решение соответствующего однородного уравнения 
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. Аналогично случаю уравнений первого порядка будем искать решение уравнения (5.38) в виде 
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Убедимся в том, что решение в таком виде существует. Для этого подставим функцию в уравнение. Для подстановки функции в уравнение найдём её производные. Первая производная равна
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При вычислении второй  производной в  правой части (5.49) появится четыре слагаемых, при вычислении третьей производной – восемь слагаемых и так далее. Так как при подстановке решения (5.48) в уравнение (5.38) получается одно соотношение на 
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 неизвестных функций, то остальные 
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 находятся в нашей власти. Поэтому первое слагаемое в (5.49) полагают равным нулю. С учётом этого вторая производная равна
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По тем же, что и раньше, соображениям, в (5.50) также полагаем первое слагаемое равным нулю. Наконец, 
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Подставляя полученные значения производных в исходное уравнение, имеем
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Второе слагаемое в (5.52) равно нулю, так как функции 
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. Объединяя (5.52) с полученными при вычислении производных условиями, получаем систему алгебраических уравнений для нахождения функций 
[image: image427.wmf])

(

x

C

j

¢



[image: image428.wmf]ï

ï

ï

ï

î

ï

ï

ï

ï

í

ì

¹

=

¢

=

¢

¢

=

¢

å

å

å

=

-

=

=

n

j

n

n

n

j

j

n

j

j

j

n

j

j

j

x

a

x

a

x

b

y

x

C

y

x

C

y

x

C

1

)

1

(

1

1

.

0

)

(

,

)

(

)

(

)

(

..

..........

..........

..........

,

0

)

(

,

0

)

(

                        (5.53)

Определитель этой системы есть определитель Вронского фундаментальной системы решений 
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 соответствующего однородного уравнения 
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 и поэтому не равен нулю. Следовательно, существует единственное решение системы (5.53). Найдя его, получим функции 
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. Подставляя эти значения в (5.48), получаем решение линейного неоднородного уравнения. 

Для 
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а для 
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 система (5.53) записывается в виде
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Изложенный метод называется методом вариации произвольной постоянной или методом Лагранжа.

Пример 1. Найти общее решение уравнения 
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. Рассмотрим соответствующее однородное уравнение 
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. Корни его характеристического уравнения 
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. Поэтому фундаментальная система решений однородного уравнения состоит из функций 
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. Решение неоднородного уравнения ищем в виде 
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. Для нахождения производных 
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 составляем систему уравнений (5.53)
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решая которую, находим 
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. Интегрируя полученные функции, имеем 
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. Подставляя 
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 в выражение для 
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, окончательно находим 
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