Региональная олимпиада по математике (1 курс)    
ТУСУР  9 апреля 2023

Задача 1. Дана матрица:  
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.   Найти матрицу 
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Задача 2.  Шесть векторов a,b,c,d,e,f  лежат в одной плоскости. Первый вектор имеет модуль |a|=2024, все остальные единичные: |b| = |c| = |d| =|e| = |f| = 1. Угол  между a и b 30 градусов, между a и каждым последующим всякий раз ещё на 30 градусов больше (таким образом, угол между a и f составит 150 град.). Вычислить модуль композиции векторных произведений: [[[[[a,b],c],d],e],f].  

Задача 3.  Для прямого кругового конуса, высота и радиус основания которого равны 2023 см., были построены 2 вписанных цилиндра: один – наибольшего объёма, другой – обладающий наибольшей площадью боковой поверхности. На сколько сантиметров эти цилиндры отличаются друг от друга по высоте? 

Задача 4.  Дана функция: 
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 Найти сумму её производных 2023-го и 2024-го порядка: 
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Задача 5.  Из 2023 одинаковых кубиков размером 
[image: image5.wmf]1
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 см, был собран параллелепипед и  окрашен снаружи. Однако краска оказалась некачественной, после чего все внешние (окрашенные) кубики были удалены и выброшены. Для оставшегося параллелепипеда (после удаления внешнего слоя) построены вписанная и описанная сферы. Вычислить отношение площадей этих двух сфер.  
Задача 6.   
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, если известно, что он существует.
Желаем успеха!
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Задача 1
Задача 1. Дана матрица:  
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Решение.  Сначала вычислим  
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Тогда  
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, значит,  
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Поэтому степень можно существенно снизить, рассмотрев лишь остаток от деления 2023 на 12. Остаток равен 7. Таким образом, 
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В этом случае 
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Ответ. 
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Задача 2

Задача 2.  Шесть векторов a,b,c,d,e,f  лежат в одной плоскости. Первый вектор имеет модуль |a|=2024, все остальные единичные: |b| = |c| = |d| =|e| = |f| = 1. Угол  между a и b 30 градусов, между a и каждым последующим всякий раз ещё на 30 градусов больше (таким образом, угол между a и f составит 150 град.). Вычислить модуль композиции векторных произведений: [[[[[a,b],c],d],e],f].  

Решение. Для удобства расположим первый вектор на оси Ох, тогда для последующих углы в полярных координатах 30,60,90,120,150 град.
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Вектор [a,b] расположен на оси Оz, направлен вверх и его модуль равен площади параллелограмма, т.е. |a|*|b|*sin(300) = 
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Далее, [[a,b],c] есть векторное произведение векторов, первый из которых перпендикулярен плоскости, второй принадлежит ей. Т.е. между ними прямой угол. Произведение их модулей на sin(900) равно 1012*1*1 = 1012. При этом вектор [[a,b],c] ортогонален с, тогда он лежит на луче, соответствующем углу 1500 , то есть  равен 1012f.   

Далее, [[[a,b],c],d] есть векторное произведение векторов, угол между которыми 600, и направлен вниз, его модуль 1012*1*sin(300) = 
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При векторном умножении на следующий вектор e, который лежит в плоскости,  получаем модуль 
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, причём можно заметить, что результат коллинеарен b.  При умножении на последний вектор, учитывая, что угол между b и f равен 1200,  получим 
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 Ответ. 759. 
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Задача 3

Задача 3.  Для прямого кругового конуса, высота и радиус основания которого равны 2023 см., были построены 2 вписанных цилиндра: один – наибольшего объёма, другой – обладающий наибольшей площадью боковой поверхности. На сколько сантиметров эти цилиндры отличаются друг от друга по высоте? 

Решение. Пусть высота и радиус основания равны А, радиус и высоту вписанного цилиндра обозначим соответственно  
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. Зависимость линейная, причём r = 0 при h = A  и наоборот, 

r = A при h = 0. Тогда 
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1. Ищем цилиндр максимального объёма, это задача на условный экстремум функции 
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. Оптимально будет сразу выразить r через h, а не наоборот, т.к. нам придётся искать высоту. 
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.  Найдём, где именно достигается максимум.  
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Итак, цилиндр имеет максимальный объём при высоте [image: image44.wmf]3
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2. Ищем цилиндр с максимальной площадью боковой поверхности, она вычисляется по формуле 
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Выводы: цилиндр максимальной площади боковой поверхности выше, чем цилиндр максимального объёма, на  высоту  
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Ответ. 
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Задача 4

Задача 4.  Дана функция: 
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 Найти сумму её производных 2023-го и 2024-го порядка: 
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Решение. Если использовать формулы косинуса и синуса разности:
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то функцию f(x) можно записать в компактном виде:  
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Через каждые 4 шага снова получаем sin, с дополнительным множителем 24.   
Степень 2-ки в коэффициенте отстаёт на 1 шаг от порядка производной из-за начального ½. 
2024 делится на 4,  тогда 
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предыдущая 2023-я производная   
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Ответ. 
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Задача 5
Задача 5.  Из 2023 одинаковых кубиков размером 
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 см, был собран параллелепипед и  окрашен снаружи. Однако краска оказалась некачественной, после чего все внешние (окрашенные) кубики были удалены и выброшены. Для оставшегося параллелепипеда (после удаления внешнего слоя) построены вписанная и описанная сферы. Вычислить отношение площадей этих двух сфер.  

Решение. Найдём, какой именно параллелепипед можно построить из 2023 кубиков. Надо найти натуральные числа a,b,c,  что abc=2023.  Найдём хотя бы один делитель. 2023 не делится на 2, 3, 5. Заметим, что 2023 = 2100 – 77, значит, делится на 7 (разность двух кратных 7). 

2023 =  
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. Числа 7 и 17 простые. Значит, нет других вариантов представления 2023 в виде произведения тройки натуральных чисел. Единственный вариант собрать параллелепипед из 2023 кубиков это 
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. Если удалить внешний слой, остаётся параллелепипед 
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см. Вписанная сфера диаметра 5 (не может быть больше минимальной длины ребра), т.е. радиуса r =2,5. Радиус описанной сферы вычислим по теореме Пифагора, проводя линию от центра до любой из вершин:   
R = 
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Так как площадь сферы вычисляется по формуле 
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 т.е. просто отношение квадратов их радиусов, 
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Ответ. Ровно в 19 раз. 
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Задача 6

Задача 6.  
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, если известно, что он существует. 

Решение. 
Если предел существует и равен А, то можно считать, что после некоторого номера n, отклонение как 
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 от А меньше заранее заданного ε. Для нахождения предела А нужно решить уравнение 
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 EMBED Equation.3  [image: image88.wmf]90
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, равны -44 и 46. Из них только один имеет смысл т.к. положителен, то есть если предел существует, то он равен А=46.
Ответ. 46. 
Примечание. 

Доказать существование предела можно с помощью монотонного возрастания и ограниченности, но и без этого оценивать в 7 баллов, т.к. существование lim заранее сказано в условии. 
462 = 2116.  
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Монотонно возрастает:  
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. По построению, только положительные значения корня, 
достаточно сравнить квадраты: 
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Неравенство сводится к 
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,  D=90, корни: -44 и 46. 
Между корнями значение отрицательно (ветви параболы направлены вверх). 
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