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5. Дифференциальные уравнения

5.1.  Уравнения первого порядка

5.1.1.  Общие сведения

Изложенное ниже является введением в круг вопросов и задач, изучаемых в теории дифференциальных уравнений, и не претендует на полноту. 

Определение. Уравнение, связывающее независимую переменную 
[image: image1.wmf]x

, искомую функцию 
[image: image2.wmf])
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 и некоторое количество её производных, т.е. уравнение вида 


[image: image3.wmf]0

)

,...,

,

,

(

)

(

=

¢

n

y

y

y

x

F

,                              (5.1)

называется дифференциальным уравнением 
[image: image4.wmf]n

-го порядка. Если 
[image: image5.wmf]x

 – векторная величина, то уравнение называется  дифференциальным уравнением в частных производных, а если 
[image: image6.wmf]x

 – скаляр, то обыкновенным дифференциальным уравнением. 

Для многих динамических, то есть меняющихся во времени, процессов и явлений бывает трудно написать закон их поведения в виде конкретной функции времени, а написать этот закон в виде дифференциального уравнения часто значительно легче. Построением дифференциальных уравнений для описания конкретных процессов, то есть построением математических моделей этих процессов, мы заниматься не будем.

Всюду ниже, кроме подраздела 5.5, будем изучать обыкновенные дифференциальные уравнения. В подразделе 5.5 рассматриваются дифференциальные уравнения в частных производных первого порядка.
Самым простым обыкновенным дифференциальным уравнением является уравнение 1-го порядка, то есть уравнение
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получающееся из (5.1) при 
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 в (5.2) предполагается определённой на некотором множестве 
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Если уравнение (5.2) удается разрешить относительно 
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 и записать в виде 
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то уравнение (5.3) называется уравнением 1-го порядка, разрешенным относительно производной. Иногда уравнение (5.3) удобнее записывать в эквивалентном виде – в так называемой дифференциальной форме
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Функции 
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 предполагаются заданными на некотором множестве 
[image: image16.wmf]D

 плоскости 
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Мы будем пользоваться той записью, которая в данный момент удобнее.

Определение. Функция 
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, заданная на отрезке или интервале 
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, называется решением дифференциального уравнения в области 
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, если при подстановке 
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 в уравнение она обращает его в тождество в этой области.

Естественно, чтобы быть решением дифференциального уравнения первого порядка, функция 
[image: image22.wmf])
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 должна быть дифференцируемой, а следовательно, и непрерывной. Кроме того, точка 
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 должна принадлежать множеству 
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, если речь идёт о решении уравнения (5.2), а точка 
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 должна принадлежать множеству 
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, если речь идёт о решении уравнения (5.3) или (5.4). Будем предполагать, что и первая производная функции 
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 непрерывна. Чтобы быть решением дифференциального уравнения 
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-го порядка, функция 
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 должна иметь 
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 непрерывных производных.

При изучении дифференциальных уравнений выделяют качественную и количественную теории дифференциальных уравнений. 

В качественной теории по виду дифференциального уравнения изучают свойства его решений, не находя их.

В количественной теории занимаются разработкой методов нахождения решений дифференциальных уравнений.

Мы в основном будем заниматься количественной теорией дифференциальных уравнений. 

В количественной теории рассматривают точные и приближенные методы нахождения решений. Займемся пока точными методами.

Решить дифференциальное уравнение означает описать всю совокупность его решений. Процесс нахождения решений дифференциального уравнения, как и любого другого уравнения, состоит в преобразовании его к такому виду, из которого это решение легко находится. При этом два уравнения 
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 назовём эквивалентными в области 
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, если решения одного из них являются решениями другого. Идеальным было бы при нахождении решения осуществлять переход к эквивалентным уравнениям. Это не всегда удаётся. Поэтому в процессе преобразований мы должны следить за тем, чтобы не терять решений и не приобретать новых.

5.1.2. Уравнения с разделяющимися переменными

Самыми простыми в изучении являются  уравнения вида 
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 есть решение этого уравнения, то в силу инвариантности формы первого дифференциала можем записать 
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Равенство подразумевает, что множество всех первообразных в левой части равно множеству всех первообразных в правой части. Если 
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 – какая-нибудь первообразная левой части, а 
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 – правой части, то последнее соотношение можно переписать в виде 
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, разрешая которое относительно 
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, получаем всю совокупность решений исходного уравнения.
Большинство методов решений дифференциальных уравнений заключается в сведении их к уравнению рассмотренного выше типа. 

Следующими по сложности являются  уравнения с разделяющимися переменными.

Пусть в выражении (5.3) 
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или в эквивалентной форме
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Уравнения (5.5) и (5.6) называются уравнениями с разделяющимися переменными. 

Если 
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откуда, учитывая инвариантность формы дифференциала первого порядка, имеем
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Как и ранее, полученное соотношение означает, что множество первообразных в левой части равно множеству всех первообразных в правой части. Если 
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 – какие-либо первообразные левой и правой частей соответственно, то его можно переписать в виде 
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, получаем всю совокупность решений исходного уравнения.
Заметим, что если 
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, то мы должны проверить, является ли функция 
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 решением исходного дифференциального уравнения, чтобы не потерять его в процессе нахождения решения. 

Аналогично для уравнения в форме (5.6), если 
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или, интегрируя обе части по x,
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Вычисляя полученные интегралы, находим все множество решений (при 
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Пример 1. Для уравнения 
[image: image60.wmf]y

x

e

y

+

=

¢

 имеем 
[image: image61.wmf]y

x

e

e

y

=

¢

, откуда 
[image: image62.wmf]dx

e

dy

e

x

y

=

-

 или, интегрируя обе части по x, 
[image: image63.wmf]C

e

e

x

y

+

-

=

-

 и, наконец, 
[image: image64.wmf])

ln(

C

e

y

x

+

-

-

=

.

Пример 2. Решить уравнение 
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Пример 3. Решить уравнение 
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Задание 5.1. 

Решить дифференциальные уравнения:
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С другими примерами, служащими для закрепления навыков решения уравнений с разделяющими переменными, можно познакомиться в п. 5.1.2 практикума [4] или в аналогичных разделах других задачников по дифференциальным уравнениям. 
5.1.3. Однородные уравнения

Определение. Функция 
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Определение. Дифференциальное уравнение 
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Однородное дифференциальное уравнение удаётся записать в виде 
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Отметим, что уравнение 
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Разделив на 
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, получаем, что исходное уравнение свелось к уравнению 
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, которое является однородным. Естественно, мы должны проследить, чтобы не потерять решение 
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Однородное дифференциальное уравнение сводится к уравнению с разделяющимися переменными заменой 
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 новая искомая функция. Действительно, тогда  и исходное уравнение может быть переписано в виде 
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 исходное уравнение уже является уравнением с разделяющимися переменными.

Пример. Решить  уравнение 
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Это однородное уравнение, так как 
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Раскрывая скобки, приводя подобные и сокращая на 
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Разделяя переменные, получаем 
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 Интегрируя последнее соотношение, имеем 
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Уравнения вида
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 приводятся к однородным переносом начала координат в точку пересечения прямых 
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Задание 5.2

Решить уравнения:
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С другими примерами, служащими для закрепления навыков решения однородных уравнений, можно познакомиться в п. 5.1.3 практикума [4] или в аналогичных разделах других задачников по дифференциальным уравнениям.
5.1.4. Постановка задачи о выделении решений. 

          Теорема существования и единственности
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Найти решения дифференциального уравнения (5.3)
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Сформулированные условия называются условиями Коши, а задача о выделении решения, удовлетворяющего условиям Коши, задачей Коши.
Определение. Будем говорить, что функция  
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где 
[image: image158.wmf]L

 – некоторая константа, не зависящая от 
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Доказательство этого результата опустим. Желающие могут ознакомиться с ним в 
[image: image175.wmf]].
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Множество 
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Отметим, что если непрерывная на множестве 
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Поэтому в теореме существования и единственности вместо требования выполнения условия Липшица по 
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 часто требуют, чтобы функция 
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Теорема существования и единственности гарантирует, что при выполнении её условий через точку 
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Определение. Однопараметрическое семейство функций 
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5.1.5. Линейные уравнения первого порядка

Уравнение первого порядка вида 
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называется линейным дифференциальным уравнением. Если 
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 то уравнение (5.9) называется линейным однородным, в противном случае – линейным неоднородным. Для линейного дифференциального уравнения теорема существования и единственности имеет более конкретный вид.
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Эту теорему примем без доказательства.

Рассмотрим однородное линейное дифференциальное уравнение
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Уравнение (5.10) является уравнением с разделяющимися переменными, поэтому, разделяя переменные, получаем 
[image: image236.wmf]dx

x

a

x

a

y

dy

)

(

)

(

1

0

-

=

 или, интегрируя обе части, 
[image: image237.wmf]C

dx

x

a

x

a

y

x

x

ln

)

(

)

(

ln

0

1

0

+

-

=

ò

. Последнее соотношение с учетом обозначения 
[image: image238.wmf]x

e

x

=

)

exp(

 записывается в форме 


[image: image239.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

=

ò

x

x

dx

x

a

x

a

C

y

0

)

(

)

(

exp

1

0

.                           (5.11)

 Заметим, что выбор точки 
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 влияет лишь на вид конкретной первообразной функции 
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Будем искать решение линейного неоднородного дифференциального уравнения (5.9) методом Лагранжа или, что то же самое, методом вариации произвольной постоянной.
Суть метода заключается в том, что мы пытаемся найти решение уравнения (5.9) в виде (5.11), в котором вместо константы 
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Дифференцируя (5.12), имеем
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Подставляя найденную производную и (5.12) в (5.9), получаем после приведения подобных и деления на 
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где 
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 – некоторая новая константа. Подставляя полученное выражение для 
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Пример 1. Решить уравнение 
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Рассмотрим соответствующее однородное уравнение 
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Пример 2. Решить уравнение 
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Пример 3. Решить уравнение 
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5.1.6. Уравнения Бернулли

Дифференциальное уравнение
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называется уравнением Бернулли.

Так как при 
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Положив 
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Пример 1. Найти общее решение уравнения 
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Это уравнение Бернулли при 
[image: image306.wmf]3

=

n

. Разделив обе части уравнения на 
[image: image307.wmf],

3

y

 получаем 
[image: image308.wmf].

2

2

2

3

x

y

x

y

y

=

+

¢

 Делаем замену 
[image: image309.wmf]2

1

y

z

=

. Тогда 
[image: image310.wmf]3

2

y

y

z

¢

-

=

¢

, и поэтому уравнение переписывается в виде 
[image: image311.wmf]x

xz

z

4

4

=

+

¢

-

. Решая это линейное уравнение методом вариации произвольной постоянной, получаем 
[image: image312.wmf],

1

)

(

2

2

1

x

e

C

x

z

+

=

 откуда 
[image: image313.wmf],

1

1

2

2

1

2

x

e

C

y

+

=

 или, что то же самое, 
[image: image314.wmf]2

2

1

1

1

x

e

C

y

+

±

=

. При делении на 
[image: image315.wmf]3

y

 мы потеряли решение 
[image: image316.wmf]0

=

y

, которое в полученное решение не входит.

Пример 2. Найти общее решение уравнения 
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Это уравнение получено из уравнения Бернулли 
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Задание 5.3
Решить уравнения:

1) 
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С другими примерами, служащими для закрепления навыков решения линейных уравнений и уравнений Бернулли, можно познакомиться в п. 5.1.4 практикума [4] или в аналогичных разделах других задачников по дифференциальным уравнениям.
5.1.7. Уравнения в полных дифференциалах

Рассмотрим дифференциальное уравнение 


[image: image343.wmf]0

)

,

(

)

,

(

=

+

dy

y

x

N

dx

y

x

M

.                       (5.15)

Если существует функция 
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то уравнение (5.15) называется уравнением в полных дифференциалах. 

В этом случае его можно записать в виде 
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[image: image348.wmf]y

, то получим общее решение уравнения (5.15).

Пример 1. Дифференциальное уравнение 
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Пример 2. Аналогично для уравнения 
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 есть общий интеграл, так как левая часть этого уравнения является дифференциалом функции 
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Как видим, уравнения в полных дифференциалах легко решаются, если знать функцию, дифференциалом которой является левая часть уравнения.

В подразделе 4.5 нами были рассмотрены потенциальные поля, выявлены условия потенциальности поля, в том числе и плоского, и указан способ восстановления потенциала поля с помощью криволинейного интеграла второго рода. Вспоминая определение потенциальности поля 
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 и сравнивая его с определением уравнения в полных дифференциалах, получаем справедливость следующей теоремы.

Теорема 5.3. Уравнение (5.15) есть уравнение в полных дифференциалах тогда и только тогда, когда поле 
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Следствие. Если существуют непрерывные в односвязной области 
[image: image358.wmf]2

R

D

Í

 производные 
[image: image359.wmf],

,

x

N

y

M

¶

¶

¶

¶

 то уравнение (5.15) есть уравнение в полных дифференциалах тогда и только тогда, когда в каждой точке этой области выполнено равенство 
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Следствие даёт возможность выяснить, является ли уравнение уравнением в полных дифференциалах или нет. Теорема позволяет найти решение уравнения в случае положительного ответа на предыдущий вопрос.

Пример 1. Найти общее решение уравнения

[image: image361.wmf]0

)

(

2

2

2

=

-

+

dy

y

x

xydx

.
Так как 
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, то данное уравнение является уравнением в полных дифференциалах. Поэтому, восстанавливая потенциал (подробнее о восстановлении потенциала см. подраздел 4.5, примеры 1 и 2), получаем
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Тогда общий интеграл имеет вид 
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Пример 2. Уравнение 
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 также является уравнением в полных дифференциалах, так как
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Поэтому, восстанавливая потенциал, имеем
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Следовательно, общий интеграл уравнения равен 
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Взяв дифференциал некоторой функции двух переменных и приравняв его к нулю, получим уравнение в полных дифференциалах. Сократив на общий множитель (если он есть), мы, скорее всего, получим уравнение, не являющееся уравнением в полных дифференциалах. Поэтому возникает обратная задача: нельзя ли подобрать функцию так, чтобы, умножив на неё уравнение в дифференциальной форме, получить уравнение в полных дифференциалах? Эта задача носит название задачи о нахождении интегрирующего множителя. Оказывается, что найти интегрирующий множитель можно, но соотношения, позволяющие сделать это, часто бывают более сложными, чем само уравнение.


Задание 5.4


Найти решения дифференциальных уравнений:
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Ответы: 1) 
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С другими примерами, служащими для закрепления навыков решения уравнений в полных дифференциалах, можно познакомиться в п. 5.1.5 практикума [4] или в аналогичных разделах других задачников по дифференциальным уравнениям.

5.1.8. Уравнения, не разрешённые относительно 

          производной. Уравнения Лагранжа и Клеро
Предметом рассмотрения в данном пункте является дифференциальное уравнение (5.2)
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Как и раньше, кривые, имеющие непрерывные касательные будем называть гладкими.

Определение. Будем говорить, что две кривые касаются друг друга в некоторой точке, если они обе проходят через эту точку и имеют в ней общую касательную.
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Доказательство. Так как 
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По геометрическому смыслу производной [3] производная в точке есть тангенс угла наклона к оси 
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 касательной к кривой. Так как кривые имеют общую касательную, то из сказанного выше следует, что их производные в точке совпадают. Поэтому

[image: image408.wmf])

),

(

),

(

(

)

),

(

),

(

(

)

(

)

(

C

C

C

f

C

C

C

f

C

C

y

x

y

j

¢

y

j

¢

-

=

j

¢

y

¢

,                          (5.18)
или, что то же самое,
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Далее, дифференцируя (5.17) по 
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В силу (5.19) соотношение (5.20) принимает вид
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Равенства (5.17) и (5.21) показывают, что функции 
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 удовлетворяют уравнениям (5.16). Теорема доказана.

Отметим, что обратное утверждение не верно.
Определение. Решение 
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Доказательство. Кривая 
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Теорема 5.6. Пусть 


[image: image444.wmf]0

)

,

,

(

=

F

C

y

x


– однопараметрическое семейство решений уравнения 
[image: image445.wmf]0

)

,

,

(

=

¢

y

y

x

F

, имеющее огибающую 
[image: image446.wmf])

(

x

y

j

=

 на некотором интервале 
[image: image447.wmf])

,

(

2

1

x

x

. Тогда эта огибающая есть особая интегральная кривая уравнения 
[image: image448.wmf]0

)

,

,

(

=

¢

y

y

x

F

.


Доказательство. Покажем вначале, что 
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Определение. Пусть 
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Уравнение Клеро будем решать методом введения параметра. Положим 
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Подставляя 
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или, вычисляя дифференциалы левой и правой частей, получим
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Подставляя 
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Решая уравнение (5.26), имеем 
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– общее решение уравнения Клеро. Во втором случае, используя (5.24), получаем решение в параметрической форме 
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Если существует 
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или, вычисляя дифференциалы левой и правой частей, получим
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Подставляя 
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Уравнение (5.31) является линейным относительно 
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 – общее решение уравнения Лагранжа в параметрической форме.

Пример 2. Уравнение 
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5.1.9. Приближенные методы решения 

          дифференциальных уравнений

Рассмотрим задачу Коши (5.3), (5.7) для дифференциального уравнения первого порядка: найти решение уравнения 
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Таким образом, мы показали, что всякое решение задачи Коши (5.3), (5.7) есть решение интегрального уравнения (5.32). С другой стороны, пусть 
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Решение интегрального уравнения (5.32) будем искать с помощью метода последовательных приближений. Положим 


[image: image566.wmf],

)

(

0

0

y

x

y

=

 
[image: image567.wmf]ò

+

=

+

x

x

n

n

dx

x

y

x

f

y

x

y

0

))

(

,

(

)

(

0

1

.          (5.33)

Определение. Оператор 
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сжимающий [12], то последовательные приближения (5.33) сходятся к решению интегрального уравнения (5.32), а следовательно, и дифференциального уравнения 
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Пример. Найдём с помощью метода последовательных приближений решение уравнения 
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С другой стороны, решая исходную задачу Коши, имеем 
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Таким образом, нами получено разложение функции 
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Перейдём теперь к изложению численного метода Эйлера решения задачи Коши (5.3), (5.7). Разобьём отрезок 
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