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2. Определённый интеграл

2.1. Определение, свойства, существование


Определение. Пусть функция 
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 по всевозможным разбиениям, если этот предел существует, не зависит от способа разбиения, способа выбора точек 
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В данном выше определении мы использовали понятие предела по направленному множеству (сходимость по Мору–Смиту) [9]. Остановимся на этом несколько подробнее.

Определение. Множество 
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 назовём частично упорядоченным, если в нём определено бинарное отношение 
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Отношение порядка будем обозначать значком <. Если отношение порядка кроме свойств 1) и 2) обладает свойством: 
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Частично упорядоченное множество будем называть также направленным.

Примерами направленных множеств служат множество целых чисел, множество рациональных чисел и множество действительных чисел с естественным отношением порядка, а также множество всех разбиений отрезка 
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Если на множестве 
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 введено понятие окрестности точки, то можно говорить о пределе обобщённой последовательности. Определение предела обобщённой последовательности вводится аналогично определению предела последовательности.
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Идея построения интеграла Римана не единственно возможная. Если разбивать на части не множество определения, а множество значений функции 
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 стремится к нулю, то этот предел называется интегралом Лебега от функции 
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Отметим, что если функция интегрируема по Риману, то она интегрируема по Лебегу и оба этих интеграла совпадают между собой. Более подробно с понятием интеграла Лебега можно познакомиться в [10, 11].
Часто используются обобщения интегралов Римана и Лебега, называемые интегралами Римана–Стильтьеса и Лебега–Стильтьеса. Приведём понятие интеграла Римана–Стильтьеса.
Определение. Пусть функции 
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 по всевозможным разбиениям, если этот предел существует, не зависит от способа разбиения, способа выбора точек 
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Заметим, что если 
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, то интеграл Римана–Стильтьеса совпадает с интегралом Римана.

Ознакомиться с понятием интеграла Лебега–Стильтьеса можно в [10,11].
Отметим некоторые свойства определенного интеграла при условии существования всех используемых ниже интегралов.
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9. (Первая теорема о среднем.) 
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Свойства 3–9 следуют из определения, так как все записанные в них соотношения справедливы для любых интегральных сумм и сохраняются при переходе к пределу.
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Действительно, так как 
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Выясним условия интегрируемости функции 
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называются нижней и верхней суммами Дарбу. Для любого разбиения отрезка 
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, то есть нижняя сумма Дарбу есть точная нижняя грань всевозможных интегральных сумм построенных для данного разбиения, а верхняя сумма Дарбу – точная верхняя грань соответствующих интегральных сумм.

Отметим некоторые свойства сумм Дарбу.


Теорема 2.1. При добавлении числа точек разбиения нижняя сумма Дарбу не уменьшается, а верхняя – не увеличивается.


Доказательство. Достаточно доказать теорему в случае, когда добавлена всего лишь одна точка 
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Так как все остальные слагаемые остались без изменения, то возрастание нижних сумм Дарбу доказано. Аналогично доказывается, что верхняя сумма Дарбу при добавлении числа точек разбиения не увеличивается. Теорема доказана.


Самым простым разбиением отрезка 
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 для любых разбиений отрезка 
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Теорема 2.2. Функция 
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С помощью только что доказанной теоремы можно заняться выделением множества функций, интегрируемых по Риману.
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Следствие. Функция 
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 конечное число точек разрыва первого рода, интегрируема по Риману. 

Доказательство. Разбиваем отрезок 
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 на участки непрерывности. На каждом из них функция интегрируема. По свойству 2 аддитивности интеграла получаем требуемое.

Теорема 2.4. Всякая монотонная на отрезке 
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Примем эту теорему без доказательства.

Доказательство существования интеграла Римана для других классов функций требует введения новых понятий и дополнительных рассмотрений. Желающие могут ознакомиться с этим в [4, 5].

Примером функции, для которой не существует интеграл Римана, служит функция Дирихле 
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Действительно, если при любом разбиении отрезка 
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2.2. Интеграл как функция верхнего предела. 

       Формула Ньютона–Лейбница


Рассмотрим функцию 
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. Эту функцию называют «интеграл как функция верхнего предела». Отметим несколько свойств этой функции.


Теорема 2.5. Если 
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Доказательство. По свойству 9 определенного интеграла (теорема о среднем) имеем 
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Теорема 2.6. Если 
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Доказательство. По свойству 10 определенного интеграла (вторая теорема о среднем) имеем 
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Доказанная теорема решает задачу восстановления первообразной для непрерывной функции с помощью интеграла как функции верхнего предела и даёт конструктивное доказательство (то есть доказательство с построением объекта, существование которого утверждается) теоремы 1.4. Более того, если функция 
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, получаем, что с помощью интеграла как функции верхнего предела можно восстановить обобщённую первообразную и в этом случае, а заодно и установить справедливость теоремы 1.5.


Таким образом, 
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Из формулы Ньютона–Лейбница следует, что для вычисления определённых интегралов мы можем применять весь набор приёмов и методов нахождения неопределённых интегралов.


Пример. 
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Задание 2.1


Вычислить интегралы:
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С другими примерами на применение формулы Ньютона–Лейбница можно ознакомиться в подразделе 2.2 практикума [4].
2.3. Интегрирование по частям 

       в определённом интеграле

В определенном интеграле сохраняется формула интегрирования по частям. В этом случае она приобретает вид
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Пример. Вычислить интеграл 
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Задание 2.2

Вычислить интегралы:
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С другими примерами на применение формулы интегриро​вания по частям в определённом интеграле можно ознакомиться в подразделе 2.2 практикума [4].

2.4. Замена переменных в определённом 

             интеграле


Иногда возникает необходимость перейти в интеграле к новой переменной. Имеет место следующий результат.


Теорема 2.7. Пусть 
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Доказательство. Докажем теорему в предположении, что функция 
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В левой части этого равенства стоит интегральная сумма для интеграла 
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Задание 2.3


Вычислить интегралы:
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С другими примерами на применение формулы замены переменной в определённом интеграле можно ознакомиться в подразделе 2.2 практикума [4].

2.5. Приближённое вычисление определённого интеграла

Если первообразная является неэлементарной функцией или находится достаточно сложно, то использование формулы Ньютона–Лейбница для вычисления определённого интеграла затруднено. В этом случае определённый интеграл вычисляют приближённо, чаще всего численно. Получением формул для численного нахождения интеграла мы и займёмся.

Пусть непрерывная функция 
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, получаем в результате формулы для приближённого вычисления интеграла 
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называемые формулами прямоугольников.


Называются они так потому, что криволинейная трапеция, ограниченная линиями 
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Если криволинейную трапецию, ограниченную линиями 
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называемую формулой трапеций.


Точность формул прямоугольников и формулы трапеций имеет порядок 
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Более подробно, в том числе и с другими формулами приближённого вычисления определённых интегралов, можно ознакомиться в [14] или в других книгах по методам приближённых вычислений.
2.6. Несобственные интегралы


Выше был определён интеграл для ограниченных и заданных на ограниченном отрезке функций. Распространим понятие интеграла на случаи, когда одно или оба этих условия нарушаются.

2.6.1. Несобственные интегралы первого рода


Определение. Пусть 
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и мы окончательно получили, что рассматриваемый интеграл при 
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Пример 2. Выясним сходимость интеграла 
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Имеем 
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Пример 3. Выяснить сходимость интеграла 
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По определению получаем 


[image: image413.wmf]=

-

-

=

=

ò

ò

ò

-

¥

®

-

¥

®

¥

-

A

x

A

A

x

A

x

x

d

e

dx

xe

dx

xe

1

2

1

1

)

(

)

2

1

(

lim

lim

2

2

2

 
[image: image414.wmf]e

e

e

e

A

A

A

x

A

2

1

2

1

lim

2

1

2

1

lim

2

2

1

=

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

-

¥

®

-

¥

®

.

Следовательно, интеграл сходится и его значение равно 
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Пример 4. Для интеграла 
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Следовательно, интеграл расходится. 

Пример 5. Для интеграла 
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Следовательно, интеграл сходится и его значение равно 1.

Пример 6. Выяснить сходимость интеграла 
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Следовательно, интеграл сходится и его значение равно 
[image: image424.wmf]a
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Задание 2.4

Вычислить несобственные интегралы первого рода или доказать их расходимость:

1) 
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Ответы: 1) 
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; 4) расходится; 5) расходится; 6) 
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Нам в дальнейшем понадобится следующий важный результат.
Теорема 2.8. (Критерий Коши.) Несобственный интеграл первого рода сходится тогда и только тогда, когда для всякого 
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Доказательство этого результата опустим.

Определение. Несобственный интеграл первого рода 
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 называется абсолютно сходящимся, если сходится интеграл 
[image: image439.wmf].

)

(

ò

¥

a

dx

x

f


Отметим, что если несобственный интеграл первого рода сходится абсолютно, то он сходится. Действительно, тогда для интеграла 
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 выполнен критерий Коши, а в силу справедливости неравенства 
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 критерий Коши выполнен и для интеграла 
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Обратное утверждение неверно, точнее, если интеграл схо​дится, то он не обязан сходиться абсолютно. 

Примерами интегралов сходящихся, но не сходящихся абсолютно являются интегралы 
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, приведённые в [6] и [9]. Более общий пример рассмотрен ниже.
Сходимость несобственного интеграла 
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 определяется аналогично. Предлагается проделать это самостоятельно.

Для несобственного интеграла 
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 и назвать этот интеграл сходящимся, если сходятся оба слагаемых. Если хотя бы один из этих интегралов расходится, то будем считать интеграл 
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 расходящимся. В качестве точки 
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 выбирают обычно 0.

Пример 7. Рассмотрим интеграл 
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 По определению сходимости этого интеграла получаем 
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Так как оба слагаемых расходятся, то исходный интеграл расходится. Получаемая при этом неопределённость 
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Если 
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, то абсолютно аналогично показывается, что этот предел равен 
[image: image464.wmf]¥

+

. Подобрав скорости стремления 
[image: image465.wmf]1

A

 к 
[image: image466.wmf]¥

-

 и 
[image: image467.wmf]2

A

 к 
[image: image468.wmf]¥

+

, можно получить в пределе любое заранее заданное число от 
[image: image469.wmf]¥

-

 до 
[image: image470.wmf]¥

+

.


С другой стороны, при согласованном стремлении верхнего и нижнего пределов к 
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Это дает возможность ввести новое понятие.


Определение. Говорят, что несобственный интеграл первого рода 
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 сходится в смысле главного значения Коши, если существует и конечен предел 
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В случае, если рассматривают сходимость интеграла в смысле главного значения Коши, то перед знаком интеграла добавляют буквы V.P., то есть пишут V.P.
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 (V.P. – начальные буквы французских слов valeur principal переводящихся как «главное значение»).
Рассмотренный выше пример показывает, что несобственный интеграл первого рода 
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 может сходиться в смысле главного значения Коши и расходиться в обычном смысле.


Отметим несколько свойств несобственных интегралов первого рода 
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1. Для всякого 
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, либо оба расходятся. Говоря другими словами, отбрасывание конечного отрезка интегрирования не влияет на сходимость несобственного интеграла первого рода.
2. Для всякого 
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, либо оба расходятся. Говоря другими словами, умножение подынтегральной функции на отличную от нуля константу не влияет на сходимость несобственного интеграла первого рода.
3. Если интегралы 
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 сходятся, то сходятся интегралы 
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Обратное утверждение неверно, то есть если интеграл от алгебраической суммы функций сходится, то интегралы от слагаемых сходиться не обязаны. Например, интегралы 
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, как будет показано позднее, сходится.

Для других типов несобственных интегралов первого рода свойства аналогичны.

Сходимость не всех несобственных интегралов первого рода просто выяснить по определению. Поэтому часто используют так называемые признаки сравнения в непредельной и предельной формах.

Теорема 2.9. Пусть для всякого 
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Доказательство. Действительно, в условиях теоремы для всех 
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Теорема 2.10. Если 
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 либо оба абсолютно сходятся, либо оба абсолютно расходятся.

Доказательство. Так как 
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 а следовательно, и неравенство 
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. Из последнего неравенства и теоремы 2.9 получаем утверждение теоремы.


Замечание. После изучения теоремы 2.10 может сложиться впечатление, что для сходимости несобственного интеграла первого рода, в том числе и абсолютной, необходимо, чтобы подынтегральная функция была бесконечно малой при 
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Возьмем функцию, график которой состоит из отрезков прямых, соединяющих точки 
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. Ее аналитическое выражение имеет вид 
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Площадь, заключенная между графиком этой функции и осью 
[image: image528.wmf]OX

, равна сумме площадей треугольников с вершинами в точках 
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 Так как площадь каждого такого треугольника равна 
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. Заметим, что условие ограниченности функции 
[image: image536.wmf](

)

x

f

 несущественно, так как вершины треугольников можно взять, например, в точках 
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Пример 8. Интегралы 
[image: image541.wmf]ò

¥

p

a

dx

x

x

sin

 и 
[image: image542.wmf]ò

¥

p

a

dx

x

x

cos

 сходятся абсолютно при любом 
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Предел выражения справа существует, так как оба слагаемых имеют конечный предел. Действительно, 
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Заметим, что при 
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 эти примеры рассмотрены в [5] и [9].

Пример 9. Выяснить сходимость интеграла 
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Пример 10. Выяснить сходимость интеграла 
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Находя порядок малости подынтегральной функции относительно функции
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Таким образом, порядок малости подынтегральной функции относительно 
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Пример 11. Выяснить сходимость интеграла 
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Находя порядок малости подынтегральной функции относительно функции
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Таким образом, порядок малости подынтегральной функции относительно 
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 равен 0,5 и, следовательно, интеграл расходится.

Пример 12. Интеграл 
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Пример 13. Интеграл 
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Задание 2.5

Используя признак сравнения, выяснить сходимость несобственных интегралов (в ответе указаны сходимость и порядок малости подынтегральной функции относительно
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Ответы: 1) сходится, 
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С другими примерами выяснения сходимости несобственных интегралов первого рода можно ознакомиться в п. 2.3.1 практикума [4].

2.6.2. Несобственные интегралы второго рода
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 называется несобственным интегралом второго рода (интегралом от неограниченной функции) и обозначается 
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 существует и конечен, то несобственный интеграл второго рода называется сходящимся, если же он не существует или равен бесконечности, то несобственный интеграл второго рода называется расходящимся.

Аналогично определяются несобственные интегралы второго рода в случаях, когда подынтегральная функция не ограничена вблизи точки 
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 одновременно. Для удобства изложения мы рассматриваем случай особенности на верхнем пределе. Для остальных вариантов предлагается проделать это самостоятельно.


Пример 1. Рассмотрим 
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 Таким образом, рассмотренный интеграл при 
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и мы окончательно получили, что рассматриваемый интеграл при 
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Аналогичные выводы можно сделать относительно несобственных интегралов 
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 используются в признаке сравнения в качестве эталонных.
Пример 2. В интеграле 
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 подынтегральная функция имеет особенность в точках 
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. Следовательно, интеграл расходится, и поэтому исходный интеграл также расходится. 

Пример 3. Выяснить сходимость интеграла 
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Подынтегральная функция имеет особенность в точке 
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Для первого из них имеем
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Аналогично доказывается сходимость второго слагаемого. Следовательно, исходный интеграл сходится.


Задание 2.6


Используя определение, выяснить сходимость несобственных интегралов второго рода:
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Аналогично случаю несобственных интегралов первого рода формулируются и доказываются критерий Коши и признаки сравнения для несобственных интегралов второго рода.

Теорема 2.11.(Критерий Коши.) Несобственный интеграл второго рода сходится тогда и только тогда, когда для всякого 
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Доказательство этого результата опустим. 

Теорема 2.12. Пусть для всякого 
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Доказательство аналогично случаю несобственного интеграла первого рода.
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Доказательство аналогично случаю несобственного интеграла первого рода.

Замечание. После изучения теоремы 2.13 может сложиться впечатление, что в несобственных интегралах второго рода подынтегральная функция в точке с особенностью была бесконечно большой. То, что это не так, показывает следующий пример.
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Таким образом, порядок роста равен 0,5 и интеграл сходится. 


Пример 5. Выяснить сходимость интеграла 
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Таким образом, порядок роста равен 1,5 и интеграл расходится. 


Пример 6. Выяснить сходимость интеграла 
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Задание 2.7


Используя теорему сравнения, выяснить сходимость несобственных интегралов (в ответе указаны: точка, в которой функция бесконечно большая; порядок роста подынтегральной функции относительно пробной функции; сходимость):
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С другими примерами выяснения сходимости несобственных интегралов второго рода можно ознакомиться в п. 2.3.2 практикума [4].

2.7. Приложения определённого интеграла

2.7.1. Вычисление площадей плоских фигур  
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В общем случае плоскую область разбивают на простейшие области рассмотренных выше типов.
Пример 1. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями 
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Пример 2. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями 
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Пример 3. Найти площадь криволинейной трапеции, ограниченной линиями 
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2.7.2. Вычисление объёмов
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Для тел, образованных вращением криволинейной трапеции 
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Пример 1. Трапеция ограничена кривыми 
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Подставляя в формулу, имеем
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Пример 2. Трапеция ограничена кривыми 
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2.7.3. Вычисление длины дуги кривой
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Пусть кривая задана параметрически 
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. Переходя в этой сумме к пределу при увеличении числа точек разбиения, имеем 


[image: image823.wmf](

)

(

)

ò

b

a

¢

+

¢

=

dt

t

y

t

x

l

t

t

2

2

)

(

)

(

.                           (2.1)

Аналогично для пространственной кривой, заданной параметрически 
[image: image824.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

=

=

),

(

),

(

),

(

t

z

z

t

y

y

t

x

x

 или, что то же самое, в векторной форме 
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Пусть кривая задана явно уравнением 
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Если кривая задана в полярной системе координат, то
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Поэтому 
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Подставляя полученные значения производных в формулу (2.1) для вычисления длины кривой, получаем 


[image: image837.wmf](

)

(

)

ò

b

a

j

j

+

¢

=

d

r

r

l

2

2

.                                 (2.4)

Пример 1. Найти длину дуги кривой 
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Так как кривая задана явно, то 
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Пример 2. Найти длину дуги кривой 
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Так как кривая задана параметрически, то 
[image: image847.wmf]t

t

a

x

t

sin

cos

3

2

-

=

¢

, 
[image: image848.wmf]t

t

a

y

t

cos

sin

3

2

=

¢

, и поэтому 


[image: image849.wmf]=

=

+

=

ò

ò

p

p

dt

t

a

dt

t

t

t

t

a

l

2

0

2

0

2

4

2

4

2

sin

2

3

cos

sin

sin

cos

3



[image: image850.wmf]a
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Пример 3. Найти длину дуги кривой 
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Так как кривая задана в полярной системе координат, 
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Получился ожидаемый результат, так как уравнение 
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, определяет окружность радиуса 1 с центром в точке 
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Задание 2.8


1. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями 
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2. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями 
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3. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями 
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4. Трапеция ограничена кривыми 
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. Найти объём тела, полученного вращением этой трапеции: 

а) вокруг оси 
[image: image867.wmf]OX

; б) вокруг оси 
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5. Найти длину дуги кривой 
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6. Найти длину дуги кривой 
[image: image871.wmf]î
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7. Найти длину дуги кривой 
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В данном пункте мы рассмотрели лишь геометрические приложения определённого интеграла. С некоторыми физическими приложениями определённого интеграла можно ознакомиться в пп. 2.4.4, 2.4.5 и 2.4.6 практикума [4].
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