Методические указания к выполнению лабораторных работ
Лабораторная работа №1. Вычисление площадей плоских фигур.

Площадь плоской области D, находится по формуле 
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Или в полярных координатах  
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Если область D определена, например, неравенствами 
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Если область D определена неравенствами 
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Если в полярных координатах область D определена неравенствами 
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Пример 1.
 Вычислить площадь фигуры, ограниченной параболой 
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	Из рисунка видно, что внутренний интеграл целесообразно брать по x, а внешний по y. При другом порядке интегрирования мы получили бы сумму двух повторных интегралов. Найдём точки пересечения прямой с параболой. Решая систему уравнений, находим A(0;2) и B(8;-6). Переменная y изменяется от -6 до 2, а пределы внутреннего интеграла находятся из уравнений параболы и прямой, если их решить относительно x:  
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Таким образом, 
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Пример 2.
Найти площадь фигуры, ограниченной лемнискатой Бернулли 
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	Ввиду симметрии относительно осей координат можно вычислить площадь части фигуры, расположенной в первой четверти и результат умножить на 4. Здесь выгодно перейти к полярным координатам. Уравнение лемнискаты в полярных координатах примет вид: 
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Лабораторная работа №2. Вычисление объёмов тел.

Объём цилиндрического тела, ограниченного сверху поверхностью 
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 и сбоку цилиндрической поверхностью вырезающей на плоскости 
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 область D, вычисляется по формуле 
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Объём области V можно находить и с помощью тройного интеграла 
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Во избежание возможных ошибок при вычислении объёма тела полезно сделать пространственный рисунок, который давал бы представление о форме данного тела. Если же тело построить не удаётся, то можно ограничиться хотя бы рисунком, изображающим проекцию данного тела на одну из координатных плоскостей (область интегрирования двойного интеграла). Однако и в этом случае необходимо представить себе, какая поверхность ограничивает тело сверху.
Пример 3. 
Вычислить объём тела, ограниченного поверхностями  
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Сверху тело ограничено плоскостью 
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. Основанием тела, т. Е. областью интегрирования является плоская область D, ограниченная параболой 
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Пример 4. Вычислить объём тела, вырезанного цилиндром  
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Заметим, так как оба уравнения поверхностей содержат сумму квадратов 
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Уравнение сферы 
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	В силу симметрии тела можно ограничиться вычислением четвёртой части тела, расположенной в первом октанте. Область интегрирования – полукруг в первой четверти. 
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Пример 5. Вычислить объём тела, ограниченного поверхностями  
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	Решение. Снизу тело ограничено параболоидом 
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. Используем цилиндрические координаты, в которых уравнение параболоида примет вид 
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Лабораторная работа №3. Вычисление площади поверхности. 

Если поверхность 
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задана уравнением 
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  Аналогично, если поверхность задана уравнением  
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Пример 6. Найти площадь части конуса  
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Областью интегрирования D является круг, ограниченный окружностью  
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Двойной интеграл удобнее считать в полярных координатах. Окружность 
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в полярных координатах имеет вид  
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Лабораторная работа № 4. Вычисление длины кривой

Если плоская кривая AB задана параметрическими уравнениями 
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Для пространственной кривой , заданной уравнениями 
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Если кривая AB задана уравнениям 
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В случае задания плоской кривой в полярной системе координат 
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Пример 7. Найти длину кривой 
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В данном случае целесообразно перейти к заданию кривой в полярных координатах.

Уравнение окружности имеет вид 
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Замечание Уравнение 
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Лабораторная работа № 4. Разложение функции в ряды Тейлора и Лорана.

Всякая бесконечно дифференцируемая дробь в интервале 
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, если в этом интервале выполняется условие  
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На практике можно пользоваться следующей теоремой, которая даёт простое достаточное условие разложимости 
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, называемый рядом Маклорена. Приведём примеры разложения в ряд Маклорена некоторых элементарных функций.
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Для разложения 
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Лабораторная работа № 5. Вычисление значений функций с помощью степенных рядов.
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Таким образом, для оценки погрешности нужно оценить сумму отброшенных членов. Если данный ряд знакопостоянный, то составляют ряд из модулей членов ряда и для него стараются подобрать положительный ряд с большими членами, который легко бы суммировался. Обычно это бесконечно убывающая прогрессия. В качестве оценки 
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Оценку остатка ряда можно производить с помощью остаточного члена ряда Маклорена 
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Пример 8.   Вычислить число e с точностью до 0,001.

В формулу 
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Для нахождения числа e оставим n слагаемых и оценим ошибку 
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Подберём наименьшее натуральное число n, чтобы выполнялось неравенство 
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Лабораторная работа № 5. Применение степенных рядов к вычислению определённых интегралов.

Для приближённых вычислений неопределённых и определённых интегралов, в случае, когда первообразная не выражается через элементарные функции или её нахождение сложно, применяются степенные ряды.
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Решение. Разложим подынтегральную функцию в ряд Маклорена в интервале 
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Интегрируя обе части равенства на отрезке 
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Лабораторная работа № 6. Применение степенных рядов к решению дифференциальных уравнений.


В случаях, когда интегрирование дифференциального уравнения в элементарных функциях невозможно или способ его решения слишком сложен, решение такого уравнения следует искать в виде ряда Тейлора 
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Пример 10.  Решить задачу Коши для уравнения 
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Сначала разложим правую часть в степенной ряд по степеням x, т.к. у нас 
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Будем искать решение уравнения в виде ряда 
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Из начальных условий находим 
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Приравниваем коэффициенты при одинаковых степенях x:
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Решая эту систему, находим: 
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Получаем искомое решение в виде ряда  
[image: image211.wmf]×

×

×

+

-

+

-

=

!

7

!

5

!

3

7

5

3

x

x

x

x

y

или  
[image: image212.wmf]x

y

sin

=

.
_1401709707.unknown

_1401811804.unknown

_1401895682.unknown

_1401917206.unknown

_1401918505.unknown

_1401945118.unknown

_1401945638.unknown

_1401946201.unknown

_1401989717

_1401990453

_1402136456.unknown

_1401946457.unknown

_1401946550.unknown

_1401946283.unknown

_1401945748.unknown

_1401945875.unknown

_1401945691.unknown

_1401945414.unknown

_1401945575.unknown

_1401945250.unknown

_1401944527.unknown

_1401944793.unknown

_1401944978.unknown

_1401944750.unknown

_1401944077.unknown

_1401944203.unknown

_1401943975.unknown

_1401918065.unknown

_1401918458.unknown

_1401918473.unknown

_1401918126.unknown

_1401917885.unknown

_1401917913.unknown

_1401917405.unknown

_1401915553.unknown

_1401916531.unknown

_1401916988.unknown

_1401917035.unknown

_1401916832.unknown

_1401916418.unknown

_1401916485.unknown

_1401916303.unknown

_1401914950.unknown

_1401915407.unknown

_1401915513.unknown

_1401915221.unknown

_1401914651.unknown

_1401914713.unknown

_1401914530.unknown

_1401832469

_1401895210.unknown

_1401895279.unknown

_1401895582.unknown

_1401895258.unknown

_1401893943.unknown

_1401894074.unknown

_1401833279

_1401813077.unknown

_1401813955.unknown

_1401814961.unknown

_1401815169.unknown

_1401815947.unknown

_1401816153.unknown

_1401816523.unknown

_1401817418.unknown

_1401817626.unknown

_1401816973.unknown

_1401816368.unknown

_1401816055.unknown

_1401815724.unknown

_1401815766.unknown

_1401815208.unknown

_1401815671.unknown

_1401815011.unknown

_1401814653.unknown

_1401814798.unknown

_1401814299.unknown

_1401813755.unknown

_1401813794.unknown

_1401813252.unknown

_1401812408.unknown

_1401812702.unknown

_1401812853.unknown

_1401812653.unknown

_1401812127.unknown

_1401812368.unknown

_1401811954.unknown

_1401715340.unknown

_1401804591.unknown

_1401806247.unknown

_1401811655.unknown

_1401811740.unknown

_1401811756.unknown

_1401811712.unknown

_1401810547.unknown

_1401804862.unknown

_1401805025.unknown

_1401806223.unknown

_1401804934.unknown

_1401804706.unknown

_1401804763.unknown

_1401804661.unknown

_1401717531.unknown

_1401717896.unknown

_1401781678.unknown

_1401781758.unknown

_1401718366.unknown

_1401718540.unknown

_1401779282.unknown

_1401779589.unknown

_1401779754.unknown

_1401779205.unknown

_1401718767.unknown

_1401778993.unknown

_1401718502.unknown

_1401718091.unknown

_1401718274.unknown

_1401718023.unknown

_1401717662.unknown

_1401717787.unknown

_1401717846.unknown

_1401717700.unknown

_1401717597.unknown

_1401716126.unknown

_1401716711.unknown

_1401717065.unknown

_1401717350.unknown

_1401716888.unknown

_1401716532.unknown

_1401716558.unknown

_1401716359.unknown

_1401716397.unknown

_1401715729.unknown

_1401715910.unknown

_1401716066.unknown

_1401715833.unknown

_1401715603.unknown

_1401715679.unknown

_1401715423.unknown

_1401715561.unknown

_1401711367.unknown

_1401714075.unknown

_1401714900.unknown

_1401715181.unknown

_1401715277.unknown

_1401714924.unknown

_1401714685.unknown

_1401714746.unknown

_1401714127.unknown

_1401713912.unknown

_1401714035.unknown

_1401714049.unknown

_1401714015.unknown

_1401713804.unknown

_1401713887.unknown

_1401713014.unknown

_1401713471.unknown

_1401711091.unknown

_1401711196.unknown

_1401711243.unknown

_1401710057.unknown

_1401711031.unknown

_1401711064.unknown

_1401709973.unknown

_1401652423.unknown

_1401653161.unknown

_1401709321.unknown

_1401709482.unknown

_1401709649.unknown

_1401709410.unknown

_1401653547.unknown

_1401709249.unknown

_1401653350.unknown

_1401652813.unknown

_1401652949.unknown

_1401653063.unknown

_1401652925.unknown

_1401652663.unknown

_1401652719.unknown

_1401652494.unknown

_1401646759.unknown

_1401650151.unknown

_1401651381.unknown

_1401651905.unknown

_1401651136.unknown

_1401649111.unknown

_1401649700.unknown

_1401647249.unknown

_1401647321.unknown

_1401646075.unknown

_1401646613.unknown

_1401646671.unknown

_1401646294.unknown

_1401645826.unknown

_1401646011.unknown

_1401645712.unknown

