Региональная олимпиада по математике (2-4 курс)    
ТУСУР  14 мая 2023
Задача 1. Вычислите определённый интеграл   
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Задача 2.  Вычислите площадь области, ограниченной линиями: 
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Задача 3.  Найдите частное решение дифференциального уравнения   
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,  удовлетворяющее условиям Коши:  
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Задача 4.  Вычислите 
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Задача 5.  Найдите сумму ряда: 
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Задача 6.  В некотором университете учатся 2023 студента: 7 факультетов, на каждом по 17 групп, в каждой группе по 17 студентов. Для проведения спортивного соревнования компьютер случайным образом выбирает команду из 7 человек. Во сколько раз вероятность того, что в команде окажутся по одному представителю всех семи факультетов, больше, чем вероятность, что все будут из одной группы? 
Желаем успеха!

Региональная олимпиада по математике (2-4 курс)

ТУСУР  14 мая 2023

Задача 1
Задача 1. Вычислите определённый интеграл   
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Решение. Заметим, что рассматриваемый интервал лежит в 1-й четверти. Для преобразования подынтегрального выражения можно как напрямую воспользоваться формулой синуса тройного угла, так и вывести её: 
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Учитывая 
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, сводится к степенной функции: 
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. Тогда остаётся вычислить:  
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что можно представить также и в других формах: 
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Ответ   
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(Независимо от окончательного приведения подобных, оценивать в 7 баллов). 
Региональная олимпиада по математике (2-4 курс)

ТУСУР  14 мая 2023

Задача 2

Задача 2.  Вычислите площадь области, ограниченной линиями: 
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Решение. Уравнение 
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 выделением полного квадрата сводится к 
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, т.е. задаёт окружность радиуса 1011 с центром в точке (0,1011), проходящую через начало координат. Аналогично второе сводится к  
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Прямые 
[image: image34.wmf]x

y

×

=

3

,  
[image: image35.wmf]3

x

y

=

, очевидно, в 1 четверти ограничивают сектор между углами 
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 (симметричный ему в 3-й четверти нам не нужен, т.к. окружности в верхней полуплоскости). Нужно найти площадь такой фигуры, как закрашена на чертеже: 
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Перейдём к полярным координатам. 
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Уравнение 
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Для вычисления площади надо рассматривать f ≡ 1, и домножить на якобиан, равный ρ. 
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Ответ 
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Региональная олимпиада по математике (2-4 курс)

ТУСУР  14 мая 2023

Задача 3

Задача 3.  Найдите частное решение дифференциального уравнения   
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,  удовлетворяющее условиям Коши:  
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Решение. Это линейное однородное уравнение. Характеристическое:  
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Итак, характеристические корни 7, 17 и –17, общее решение 
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(впрочем, характеристические корни могли быть пронумерованы в любом другом порядке)

Найдём константы из условий Коши.  
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Решая систему линейных уравнений с помощью каких-либо преобразований расширенной матрицы, получаем 
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Ответ. 
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Региональная олимпиада по математике (2-4 курс)
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Задача 4

Задача 4.  Вычислите 
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Решение. Перепишем в виде 
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 Заметим, сумма квадратов Re и Im:   
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, то есть модуль этого комплексного числа = 1, а значит, любая его целая степень, в частности 2024, тоже по модулю равна 1.   
Найдём сначала 
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Тогда 
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Таким образом, исходное число (которое надо возводить в степень 2024) равно 
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Учитывая, что 240 делится на 6, а значит и 252 делится на 6, то 
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Региональная олимпиада по математике (2-4 курс)

ТУСУР  14 мая 2023

Задача 5
Задача 5.  Найдите сумму ряда: 
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Решение.  Обозначим  
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  и заметим, что 
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Т.к. очевидно,  
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Полученный ряд запишем в виде 
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причём С – это геометрическая прогрессия, сумма которой  
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Используя такой же сдвиг степеней, как на 1-м шаге, найдём   
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Итак, 
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Ответ.  
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Региональная олимпиада по математике (2-4 курс)

ТУСУР  14 мая 2023

Задача 6

Задача 6.  В некотором университете учатся 2023 студента: 7 факультетов, на каждом по 17 групп, в каждой группе по 17 студентов. Для проведения спортивного соревнования компьютер случайным образом выбирает команду из 7 человек. Во сколько раз вероятность того, что в команде окажутся по одному представителю всех семи факультетов, больше, чем вероятность, что все будут из одной группы? 
Решение. 
1) Вычислим вероятность P(A) события А, что все 7 человек оказались с разных факультетов. 

Пусть первый человек выбран с какого-либо факультета (вероятность этого события равна 1). 
Затем второй с любого из 6 оставшихся факультетов с вероятностью 
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Третий выбирается с любого из 5 оставшихся факультетов с вероятностью 
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Вероятность 
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Впрочем, начальную 1 можно было также записать в виде 
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 тоже = P(A). 

2)  Вычислим вероятность P(B) события B, что все 7 человек оказались из одной группы. 

Пусть первый человек выбран из какой-либо группы (вероятность = 1). 

Второй из той же группы с вероятностью 
[image: image123.wmf]2022
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 (там осталось 16 не выбранных, а всего 2022), 
Третий с вероятностью 
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, и т.д. 
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Тогда 
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, что очевидно > 1 (каждый множитель > 1), так что заодно показано, что P(A) > P(B). 
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 ≈ 72.755.024.630 (почти в 73 миллиарда раз больше). 
Ответ. 
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